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使用验证性补偿多维 IRT 模型进行认知诊断评估* 

詹沛达  陈  平  边玉芳 
(北京师范大学中国基础教育质量监测协同创新中心, 北京 100875) 

摘  要  随着人们对测验反馈结果精细化的需求逐渐提高, 具有认知诊断功能的测量方法逐渐受到人们的

关注。在认知诊断模型(CDMs)闪耀着光芒的同时, 另一类能够在连续量尺上提供精细反馈的多维 IRT 模型

(MIRTMs)似乎受到些许冷落。为探究 MIRTMs 潜在的认知诊断功能, 本文以补偿模型为视角, 聚焦于分别

属于 MIRTMs 的多维两参数 logistic 模型(M2PLM)和属于 CDMs 的线性 logistic 模型(LLM); 之后为使两者

具有可比性, 可对补偿 M2PLM 引入验证性矩阵(Q 矩阵)来界定题目与维度之间的关系, 进而得到验证性的

补偿 M2PLM (CC-M2PLM), 并通过把潜在特质按切点划分为跨界属性, 以期使 CC-M2PLM 展现出其本应

具有的认知诊断功能; 预研究表明 logistic 量尺上的 0 点可作为相对合理的切点; 然后, 通过模拟研究对比

探究 CC-M2PLM 和 LLM 的认知诊断功能, 结果表明 CC-M2PLM 可用于分析诊断测验数据, 且认知诊断功

能与直接使用 LLM 的效果相当; 最后, 以两则实证数据为例来说明 CC-M2PLM 在实际诊断测验分析中的可

行性。 
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1  引言 

人们已不满足于只能分析出一个总分的教育

与心理测量方法, 具有诊断功能的测量方法因此逐

渐受到人们的关注。基于此, 测验编制者希望借助

被试的作答结果获得更加丰富的信息, 以便对被试

做出更客观更有针对性的评估和补救。认知诊断评

估作为一种将形成性评估和终结性评估相结合的

综合评估形式, 其最终目的是为了更有效地促进学

生的发展, 其作为一种评估手段, 更关注的应是评

估后如何更有效地对学生进行补救教学, 或是如何

修正现有教学的过程与方法以促进学生更有效地

成长。近些年, 认知诊断模型(cognitive diagnostic 

models, CDMs) 得 到 快 速 发 展 , 常 见 的 有 DINA 

(Junker & Sijtsma, 2001)、LCDM (Henson, Templin, 

& Willse, 2009)和 G-DINA (de la Torre, 2011)等; 另

一 些 拓 广 模 型 ( 比 如 , Embretson & Yang, 2013; 

Huang & Wang, 2014; Li & Wang, 2015; Templin & 

Bradshaw, 2014; 詹沛达, 李晓敏, 王文中, 边玉芳, 

王立君 , 2015)也被提出并建议使用在特定的测验

情境中。 

在 CDMs 闪耀着光芒的同时, 多维 IRT 模型

(multidimensional IRT models, MIRTMs)似乎受到

些许冷落。而实际上, MIRTMs 和 CDMs 一样也具

有诊断功能(Embretson & Yang, 2013; Stout, 2007; 

Wang & Nydick, 2015), 只不过因为 MIRTMs 是在

连续量尺上刻画或诊断被试的潜变量值, 并没有直

接或明确地对被试进行分类, 导致我们放大了其根

据子维度分排序的功能。另外, 随着家长及学生对

反馈信息精细化的要求越来越高, 当前 CDMs 中对

属性精细化的研究越来越多(比如, Karelitz, 2004; 

von Davier, 2005; 詹沛达, 边玉芳, 王立君, 2016), 

也 有 研 究 直 接 采 用 属 性 掌 握 概 率 这 一 连 续 变 量

(Zhan, Wang, Li, & Bian, 2016; 詹沛达, 边玉芳, 
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2015)来进行认知诊断。即不仅希望要诊断出掌握

状态, 还要了解到掌握程度, 而对潜变量的精细化

描述恰恰是 MIRTMs 的优势。 

MIRTMs 与 CDMs 的主要区别在于前者假设潜

变量空间由 K 维连续变量(即潜在特质)组成, 而后

者假设潜变量空间由 K 维离散变量(即属性)组成。

而至于如何在这两类模型中进行选择, 则通常取决

于测验目标潜变量的含义和测验目的, 若目标潜变

量的含义相对较大或粒度较大(比如数学能力)则

MIRTMs 更为常用, 而若含义相对较小或粒度较小

(比如分数进位)则 CDMs 更为常用; 若测验目的是

探究被试在某方面能力的大小则 MIRTMs 更为常

用, 而若测验目的仅为诊断被试是否掌握某方面的

能力则 CDMs 更为常用。当然, 万事非绝对, 暂无

研究和证据表明我们一定要按某种规则选用两者

中的某一个。 

通常根据潜变量之间的关系, 无论是 MIRTMs

还是 CDMs 均大体可分为补偿模型和非补偿模型

这两类。补偿模型认为被试在某一维度的优势可以

去弥补其在其他维度的劣势, 进而假设潜变量之间

为累加求和关系; 而非补偿模型认为只有被试拥有

或达到该题目所考查的所有维度的要求才有较高

的概率正确作答该题目, 进而假设潜变量之间为连

乘关系。另外, 自 MIRTMs 和 CDMs 诞生起, 关于

两者的研究长期是相互分离和独立的, 直到近些年

才 有 研 究 去 触 碰 这 两 类 模 型 的 交 叉 点 ( 比 如 , 

Bradshaw & Templin, 2014; Embretson & Yang, 

2013; Wang & Nydick, 2015; 詹沛达等, 2015)。这也

在一定程度导致“补偿”和“非补偿”这两个概念在

MIRTMs 和 CDMs 中的建模(量化)描述是有所差异

的。鉴于本文主题且为便于区分, 下文将 MIRTMs

中的“非补偿”称为部分补偿(partially-compensatory) 

(Reckase, 2009), “补偿”仍保留原有含义(即潜在特

质之间的累加); 而把 CDMs 中的“非补偿”称为连

接(conjunctive) (Maris, 1999), 把“补偿”限定于补

偿连接缩合规则(Maris, 1999) (即属性之间的累加), 

而不包含以 DINO 模型为例的分离(disjunctive)缩

合规则(Maris, 1999)。基于上述概念区分, 可知在

“补偿”的含义下 MIRTMs 和 CDMs 对潜变量之间的

关系具有相同的量化定义, 这也为本文后续研究中

对比探究这两类模型的认知诊断功能奠定了基础。

另 外 , Bolt 和 Lall (2003) 也 指 出 当 使 用 补 偿

MIRTMs 去拟合由部分补偿 MIRTMs 产生的数据时, 

补偿 MIRTMs 的拟合结果与部分补偿 MIRTMs 的

拟合结果一样好; 反过来, 由部分补偿 MIRTMs 去

拟合由补偿 MIRTMs 产生的数据时却无法得到与

使用补偿 MIRTMs 自身去拟合该数据一样好的结

果。因此, 补偿 MIRTMs 在实际应用中比部分补偿

MIRTMs 更为普遍。 

结合本文主题, 下面首先介绍验证性补偿多维

两 参 数 Logistic 模 型 (confirmatory compensatory 

multidimensional two-parameter Logistic model, 

CC-M2PLM)及其诊断功能的具体化 , 然后通过模

拟研究对比探究 CC-M2PLM 和线性 Logistic 模型

(linear Logistic model, LLM) (Maris, 1999)的认知诊

断功能。模拟研究结果表明 CC-M2PLM 可用于诊

断 测 验 数 据 分 析 , 且 认 知 诊 断 功 能 与 直 接 使 用

LLM 的效果相当; 最后, 以两则实证数据为例来说

明 CC-MIRTMs 在实际诊断测验分析中的可行性。 

2  CC-M2PLM 及其认知诊断功能 

2.1  CC-M2PLM 介绍 
在众多 CDMs 中, 假设属性间满足补偿关系的

LLM 近些年逐渐受到研究者的提及和关注(比如, 

de la Torre, 2011; 詹沛达等, 2015), 主要原因是：在

特定题目中 LLM 可以把被试的属性掌握模式细分

为
*

2 iK 组(其中 *
1

K
i ikk

K q


  表示题目 i 所考查的属性

总数), 这比常用的 DINA 模型中的 2 组(即全掌握

组和未全掌握组)要精细许多。与 LLM 相对应, 补

偿 M2PLM (compensatory M2PLM, C-M2PLM)是补

偿 MIRTMs 中一个较为常用的模型。限于篇幅原因, 

LLM 的题目反应函数(item response function, IRF)

及 其 中 参 数 含 义 详 见 Maris (1999) 和 詹 沛 达 等

(2015); 而 C-M2PLM 的 IRF 及其中参数含义详见

Reckase (2009)。 

C-M2PLM 在 建 构 之 初 实 为 一 种 探 索 性

(exploratory)模型(Embretson & Yang, 2013), 即假

设 K 维潜在特质均对题目 i 的正确作答概率产生影

响。这相当于探索性因素分析中假设所有潜在变量

均在观察变量(作答)上有载荷(区分度)。然后根据

每个维度上的区分度参数估计值来判断该维度是

否对该题目的正确作答概率产生影响, 若无影响则

该维度上的区分度参数接近于 0。在 CDMs 中 Q 矩

阵为一种验证性矩阵(confirmatory matrix), 用于指定

题目和维度之间的关系, 可以简化模型及参数估计

的复杂性。借鉴该优点, 可通过在探索性 C-M2PLM 

(exploratory C-M2PLM)中引入 Q 矩阵来限定题目

与各维度潜在特质之间的关系, 进而得到验证性的
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C-M2PLM (记为 CC-M2PLM), 则 CC-M2PLM 的

IRF 可被描述为： 

 1
1

1

exp( )

1 exp( )

K
ik nk ik ik

ni K
ik nk ik ik

δ θ q d
p

δ θ q d








 




, (1) 

式中 pni1 表示被试 n 在题目 i 上的正确作答概率, 

δi=(δi1, δi2,..., δiK)’是 K×1 维的题目区分度参数向量, 

θn=(θn1, θn2,..., θnK)’是 K×1 维的潜在特质参数向量

(通常 θnk∈ (-3, 3)), di 是截距参数。类似对模型引入

验证性矩阵的做法亦可参见 Embretson 和 Yang 

(2013)、Wang 和 Nydick (2015)。对比 LLM 和

CC-M2PLM 可发现, 仅从 IRF 上来看两者完全一样

且均属于验证性模型范畴。当然, 由于两者分别属

于 MIRTMs 和 CDMs, 所以两者的主要差异体现在

对潜在变量的量化描述方式上：CC-M2PLM 中一

般 假 设 K 维 潜 在 特 质 满 足 多 元 正 态 分 布 , 即

~ ( , )n KMVNθ 0 Σ ; 而 LLM 中假设潜在特质向量满

足狄利克雷(Dirichlet)分布, 即假设 1×K 维属性模

式从 2K 种属性模式中按某种概率抽取。这导致两

种模型中的被试参数量尺是不同的, 因此为了实现

CC-M2PLM 的认知诊断功能就需要对 CC-M2PLM 中

的被试参数进行某种转换(详见 2.2 节)。 

本研究旨在探究模型的认知诊断功能, 所以相

对于题目参数返真性而言, 我们更关注被试参数的

估计返真性。另外, 鉴于这两类模型中题目参数的

含义不同, 缺乏直接比较的意义。所以下文不再呈

现题目参数的估计结果。而这两类模型中的题目参

数之间是否存在关系、存在哪种关系, 值得今后进

行进一步的探究。 

2.2  对 CC-MIRTMs 认知诊断功能的具体化 

CDMs 与 MIRTMs 的主要差异在于对同一潜变

量使用了不同的量尺进行刻画。在 CC-MIRTMs 中假

设潜变量为连续变量, 而CDMs中假设潜变量为离散

变量, 所以为使两者具有可比性同时使 CC-MIRTMs

具有认知诊断功能, 就需要对 CC-MIRTMs 的潜变量

进行转换。对此, 可以尝试使用切点(cutoff point, 

CP)法：当连续的潜在特质值大于等于 CP 时, 可判

断被试掌握该潜在特质; 否则判断被试未掌握该特

质。在 DCM 中, CP 法通常被用于生成具有相关性

的属性(Chiu, Douglas, & Li, 2009; Wang, Chang, & 

Huebner, 2011; 詹沛达等, 2016), 如下： 

 1 if  

0 if  
nk k

nk
nk k

θ CP
α

θ CP


 



≤

, (2) 

式中, θnk 为被试 n 的第 k 维潜在特质值, CPk 表示第

k 维潜在特质上的切点, 
nkα~ 表示由被试 n 的第 k 维潜

在特质值转换得到的掌握状态。而且为了与 CDMs

中的属性(αnk)进行区分, 下文称
nkα~ 为跨界属性(trans- 

border attributes)。具体的切点选择方法详见 3.3 节。 

由于式 (2)仅是对被试潜在特质的一个转换 , 

并不涉及参数估计过程, 所以该方法可能具有如下

优势：(1)可以同时报告具体潜在特质值和掌握状态, 

可满足不同的测验目的; (2)被试潜在特质参数与题

目参数的量尺并未发生变化, 已有的 MIRTMs 题库

可继续使用; (3)相比于 CDMs, 对 MIRTMs 进行参

数估计的软件相对更为成熟和丰富 , 可直接使用; 

(4)所有 MIRTMs 中的统计指标均可直接使用; (5)模

拟研究中可借助 CDMs 中的部分相关统计指标来

对参数估计返真性进行探究, 比如采用属性判准率

来评估被试参数的返真性。 

3  模拟研究：CC-M2PLM 的诊断能
力探究及其与 LLM 的对比 

3.1  研究目的与设计 

模拟研究将以具有认知诊断功能的 LLM 为“真

实”模型来生成作答数据, 并视其为诊断测验数据, 

并同时采用 CC-M2PLM 和 LLM 来拟合数据。诊断

分析结果以 LLM 的诊断结果为基线 , 进而探究

CC-M2PLM 与 LLM 的诊断结果之间的近似程度。

如果两者的诊断结果非常接近甚至几乎一致, 则可

说明 CC-M2PLM 具有较好的认知诊断功能; 反之, 

若两者的诊断结果差异非常大, 则说明 CC-M2PLM

的认知诊断功能有限。因为本研究需采用式(2)对

CC-M2PLM 的潜在特质估计值进行划分, 而不同

的切点设定可能会导致潜在特质被转换为不同的跨

界属性, 本文先通过一个预研究以寻找合适的切点。 

3.1.1  自变量参数设定 

选取主要影响被试参数估计的三个因素作为

自变量：(1)属性数量 K：少(3)、中(5)、多(7); (2)属

性间四分相关 (tetrachoric correlation)系数 ρ：低

(0.3)、中(0.65)、高(0.9); (3)题目数量 I：少(15)、

中(30)、多(60)。 

3.1.2  被试参数与题目参数设定 

设定被试数量为 N=3000, 按如下方法生成被

试属性：(1)依据多元正态分布 MVNK(0, Σ)生成 K

维连续变量矩阵; (2)设定各连续变量满足标准正态

分布, 之后以 0 为切点对各连续变量进行两段切割; 

(3)通过设定 Σ 矩阵来调控各多分属性之间的四分

相关。另一方面, 设定所有题目的猜测概率均为 0.1, 
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非失误均为 0.9。由于 LLM 采用 logit 连接函数, 所

以需要把所有题目的截距参数均设定为2.197, 题 

目 i 对属性 k 的权重参数设定为
1

4.394 /
K

ikk
q

 。 

3.1.3  测验 Q 矩阵的建构 

在诊断测验中, 可达矩阵 R 是实现对每个属性

准确诊断的前提条件 (丁树良 , 杨淑群 , 汪文义 , 

2010) 。 因 为 本 研 究 不 考 虑 属 性 层 级 结 构 假 设

(Leighton, Gierl, & Hunka, 2004), 所以 R 矩阵为单

位阵。本研究设定：(1)每个测验 Q 矩阵中有且仅

包含 2 个 R 矩阵(依据属性数量分别有 6、10、14

题); (2)测验 Q 矩阵中除 2 个 R 矩阵以外的行随机

从(2K− 1)种不含全 0 模式的属性模式中随机抽取; 

(3)尽量保证每个属性在所有题目上的平均考查次

数相等。 

3.2  模拟作答、参数估计及评估指标 

采用 R 软件(version 3.2.2 64-bit; R Core Team, 

2015)自编程序进行模拟作答生成。根据各参数“真

值”和 LLM 计算被试 n 在题目 i 上的正确作答概率 pni1, 

则被试作答服从伯努利分布, 1 1~ Bernoulli ( )ni niY p 。

本 研 究 使 用 R 软 件 中 的 mirt 包 (Version 1.14; 

Chalmers et al., 2015)和 CDM 包 (Version 4.6-0; 

Robitzsch, Kiefer, George, & Uenlue, 2015)分别对

CC-M2PLM 和 LLM 进行参数估计。对于 LLM, 选

用默认的 EM 算法; 而对于 CC-M2PLM, 由于涉及

高维计算(MIRTMs 在参数估计过程中涉及对协方

差矩阵进行估计, 所以目前 5 维或 7 维对于一般的

EM 算法来说非常具有挑战性), 这里我们选用相对

更适合的 MH-RM 算法(Cai, 2010)。附录部分呈现

了对这两个程序包的具体设定, 供实际测验分析者

参考。本研究对整个模拟过程重复 30 次, 以减少随

机误差影响。 

本研究采用属性判准率(ACCR)和属性模式判

准率(PCCR)作为被试参数估计返真性的评价指标 

(Chen, Xin, Wang, & Chang, 2012)。注意在使用

ACCR 和 PCCR 探究 CC-M2PLM 的被试参数返真

性前 , 需先采用式(2)将潜在特质估计值转换为跨

界属性估计值, 具体的切点设置方法详见 3.3 节。 

3.3  预研究：切点的选定 

Templin 和 Bradshaw (2013)指出使用 CDMs 分

析由 IRMs 生成的作答数据时, CDMs 会按照 IRT 量

尺上的 0 点把潜在特质 θ 划分为掌握( α̂ = 1 if θ > 0)

和未掌握( α̂ = 0 if θ≤0)两类。对此, 本文简单重复

Templin 和 Bradshaw (2013)的研究, 并作为预研究

以探究适合本研究的切点：即使用 CC-M2PLM 生

成作答数据并使用 LLM 去分析该数据。由于是预研

究, 本文将简化其实验条件(K = 3、N = 3000、I = 30、

ρ = 0.2), 则 1 2 3 3( , , ) ' ~ ( , )n n n nθ θ θ MVNθ 0 Σ , 其中 

1 0.2 0.2

0.2 1 0.2

0.2 0.2 1

 
   
  

Σ . 

预 研 究 结 果 如 图 1 所 示 , 这 与 Templin 和

Bradshaw (2013)的结论基本一致, 即被试的潜在特

质“真值”大体上是以 0 点为分界线被估计为 α̂ = 1

和 α̂ = 0 两类。 

由于数据本身没有发生变化, 则隐藏在该数据

背后的潜在建构(即潜变量)也没有发生变化, 所以

即便我们使用不同的数据分析方法或模型去量化

该潜变量(即刻画在不同的量尺上), 这些量化数值

之间也必定存在某种数学转换关系。我们可尝试从

量尺角度来看切点选择的问题, 可以对 logistic 量

尺上的值(θ)进行转换, 将其转换到 0~1 量尺上： 
exp( )

1 exp( )

θδ
θ




, 此时 δ 所在的 0~1 量尺其实就是属 

性掌握概率量尺(Zhan, Wang, Bian et al., 2016; 詹沛

达, 边玉芳, 2015)。通常, 在该量尺下可以以 0.5 为

切点将属性掌握概率转换为 0 和 1 的属性掌握状态

(de la Torre & Douglas, 2004)。可发现当 δ=0.5 时, 

有 θ=0, 这与上述预研究中得到被试潜在特质“真 

 

 
 

图 1  使用 LLM 去估计由 CC-M2PLM 生成的作答数据的结果
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值”大体上以 logistic 量尺上的 0 点为分界线的结果

相符。那么, 基于上述结果且为简化研究又不失一

般性, 下文正式模拟研究将在 IRT 的 logistic 量尺

上设定所有维度的切点相等：CPk = 0, 即当潜在特

质为正值时, 跨界属性为 1 (掌握)。 

3.4  模拟研究结果 

表 1 中列出了分别使用 LLM 和 CC-M2PLM 去

拟合由 LLM 生成的诊断测验数据的结果(限于篇幅

仅列出 K = 7 的结果, 其余条件详见图 2)。首先, 可

以看到无论是在哪种实验条件下, CC-M2PLM 的

ACCR 和 PCCR 指标值与作为“真实”模型的 LLM

的指标值是基本一致的, 且绝大多数差异都在千分

位上。其次, 各自变量条件对 CC-M2PLM 和 LLM

的诊断结果影响也是一致的。根据表 1 和图 2 中结

果, 足以说明通过式(2)对 CC-M2PLM 中被试潜在

特质估计值进行转换, 确实能够使 CC-M2PLM 展 

 
表 1  LLM 与 CC-M2PLM 的被试参数估计返真性(K = 7) 

ACCR 
属性相关 题目数量 分析模型 

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 
PCCR

LLM 0.904 0.895 0.912 0.910 0.911 0.895 0.916 0.515 
15 

CC-M2PLM 0.917 0.913 0.914 0.914 0.915 0.916 0.916 0.546 

LLM 0.961 0.958 0.951 0.960 0.956 0.956 0.953 0.736 
30 

CC-M2PLM 0.959 0.953 0.946 0.958 0.954 0.952 0.950 0.716 

LLM 0.977 0.978 0.974 0.979 0.975 0.975 0.976 0.856 

0.3 

60 
CC-M2PLM 0.972 0.974 0.970 0.974 0.971 0.971 0.973 0.820 

LLM 0.954 0.952 0.953 0.952 0.954 0.953 0.954 0.735 
15 

CC-M2PLM 0.951 0.947 0.948 0.949 0.950 0.949 0.950 0.717 

LLM 0.973 0.969 0.965 0.970 0.970 0.967 0.967 0.804 
30 

CC-M2PLM 0.972 0.968 0.963 0.969 0.969 0.967 0.966 0.800 

LLM 0.982 0.983 0.980 0.984 0.983 0.982 0.983 0.900 

0.65 

60 
CC-M2PLM 0.980 0.980 0.977 0.981 0.980 0.979 0.980 0.866 

LLM 0.974 0.975 0.974 0.974 0.976 0.976 0.975 0.851 
15 

CC-M2PLM 0.974 0.975 0.974 0.974 0.976 0.976 0.975 0.850 

LLM 0.985 0.983 0.980 0.982 0.983 0.983 0.983 0.890 
30 

CC-M2PLM 0.985 0.983 0.979 0.982 0.983 0.983 0.982 0.888 

LLM 0.990 0.990 0.989 0.990 0.990 0.991 0.991 0.936 

0.9 

60 
CC-M2PLM 0.990 0.990 0.988 0.989 0.990 0.990 0.990 0.930 

 

 
 

图 2  LLM 与 CC-M2PLM 的被试参数估计返真性(PCCR, K = 3 & 5) 
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现出其本有的认知诊断功能, 且其认知诊断表现与

LLM 的认知诊断表现几乎一致。另外, 我们并没有

直接探究 CC-M2PLM 的参数估计返真性问题, 原

因是：(1)本文旨在探讨 CC-M2PLM 的认知诊断功

能, 因此直接分析一个诊断测验数据更符合主题; 

(2)用 LLM 去拟合 LLM 本身生成的数据其参数估

计返真性不是问题, 那么用 CC-M2PLM 去拟合同

一批数据能够得到与 LLM 相一致的结果也足以说

明 CC-M2PLM 的参数返真性较好。 

如上文所述, CC-M2PLM 除了能给出“掌握”或 

“未掌握”的诊断结果外, 还能够给出被试潜在特质

的具体估计值。表 2 呈现了(在 K = 3、ρ = 0.3、I = 30

的条件下)4 名被试的潜在特质维度估计值和相对

应的属性模式估计结果, 以被试 3 和 4 为例, 尽管

两者的跨界属性(模式)一致, 但相对更为精准的潜

在特质估计值还是存在些许差异。此外, 我们还在

[− 0.5, 0.5]范围内为 CPk 选取 11 个节点, 并分别计

算转换后的跨界属性的返真性, 结果表明 CPk = 0

时的 ACCR 和 PCCR 均为最高, 而其他 CPk 设定均

会降低 CC-M2PLM 的判准率。 

 

表 2  CC-M2PLM 与 LLM 的被试参数估计值对比 

被试 潜在特质估计值* 
跨界属性 

(模式)** 

属性(模式)

估计值***

1 (0.837, 0.804, 0.876) (0, 0, 0) (0, 0, 0) 

3 (0.908, 0.834, 0.799) (1, 1, 1) (1, 1, 1) 

4 (0.827, 0.810, 0.765) (1, 1, 1) (1, 1, 1) 

7 (0.655, 0.734, 0.691) (1, 0, 1) (1, 0, 1) 

注：*基于 CC-M2PLM 的估计值; **由 CC-M2PLM 的估计值转

换得到; ***基于 LLM 的估计值。 
 

综上所述 , 模拟研究结果表明使用式(2)将潜

在特质转换为跨界属性后, 再使用 CC-M2PLM 分

析诊断测验数据的方法具有可行性。这为下文实证

数据分析提供了前提保证。 

4  实证数据分析 

实证数据分析包含两个子研究, 分属于数学和

英语测验数据。模型-数据拟合指标涉及：标准化残

差 均 方 根 (SRMR) 、 近 似 误 差 均 方 根 (RMSEA) 、

Tucker-Lewis 指数(TLI)、比较拟合指数(CFI)、2×log 

(likelihood) (即 2LL)、AIC 以及 BIC。 

4.1  实证数据分析 1：分数减法数据 

选 用 de la Torre (2009) 一 文 中 对 分 数 减 法

(fraction subtraction)数据(Tatsuoka, 2002)的描述, Q

矩阵见图 3。该数据中 I = 15、K = 5、N = 536。同

样使用 LLM、CC-M2PLM 与 DINA 去拟合该数据。 

表 3 给出了模型−数据拟合指标值。3 个模型的

SRMR 指标值分别为 0.090、0.094 和 0.103, 表明

模型-数据拟合勉强可被接受。综合 4 个拟合指标

(SRMR < 0.1、RMSEA < 0.05、TLI > 0.9、CFI > 0.9)

可知 CC-M2PLM 对分数减法数据具有较好的拟合

结果。CC-M2PLM 的− 2LL、AIC 和 BIC 在 3 个模

型中均最小, 说明 CC-M2PLM 对该数据的拟合结

果 相 对 最 好 。 LLM 对 该 数 据 的 拟 合 结 果 优 于

DINA。 

表 4 呈现了随机选取的 5 名被试的潜在特质维

度估计值和相对应的跨界属性(模式), 以被试 135

和 415 为例, 尽管两者的跨界属性(模式)一致, 但

相对更为精准的潜在特质估计值仍存在差异。被试

2 和 57 的潜在特质估计值完全一致, 这因为两者的

作答模式完全一致。从这两组被试的结果可以看出, 

当作答模式存在些许差异时(被试 135 错误作答所

有题目, 而被试 415 仅正确作答了第 5 题), 跨界属

性(模式)或由 LLM 估计得到的属性(模式)估计值

都无法精准地区分他们, 而基于 CC-M2PLM 估计

得到的潜在特质估计值却能够在跨界属性(模式)

的基础上更精准地区分他们：第 5 题仅考查属性

3, 被试 135 和 415 的潜在特质估计值也可发现差

值最大的为属性 3; 而当作答模式完全一致时, 即

便更为精准的潜在特质估计值也可以得到相同的

估计值。 

4.2  实证数据分析 2：ECPE 数据 

本研究实证数据来自 ECPE (Examination for the 

Certificate of Proficiency in English)。该数据中 I = 28、

K = 3、N = 2922。Q 矩阵见图 4, 其中 α1 到 α3 分别

代表：句法规则(morphosyntactic rules)、衔接规则

(cohesive rules)和词汇规则(lexical rules)。分别使用

属于补偿模型的 LLM 和 CC-M2PLM 与属于连接模

型的 DINA 去拟合该数据。 

 

 
 

图 3  分数减法数据的 Q 矩阵(K × I 的 Q’矩阵。其中, “灰色”为 1, “空白”为 0) 
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表 3  分数减法数据的模型−数据拟合结果 

分析模型 SRMR RMSEA TLI CFI − 2LL AIC BIC 

CC-M2PLM 0.090 0.046 0.990 0.996 6676.81 6818.81 7122.98 

LLM 0.094 — — — 6750.00 6904.00 7233.88 

DINA 0.103 — — — 6966.34 7058.34 7255.41 

 

表 4  分数减法数据的诊断报告样例 

被试 潜在特质估计值* 跨界属性(模式)** 属性(模式)估计值*** 

2 (1.045, 0.696, 0.859, 0.908, 0.666) (1, 1, 1, 1, 1) (1, 1, 1, 1, 1) 

57 (1.045, 0.696, 0.859, 0.908, 0.666) (1, 1, 1, 1, 1) (1, 1, 1, 1, 1) 

135 (1.492, 0.648, 1.324, 0.973, 0.607) (0, 0, 0, 0, 0) (0, 0, 0, 0, 0) 

277 (0.727, 0.068, 0.453, 0.244, 0.226) (1, 1, 1, 1, 0) (1, 0, 0, 1, 0) 

415 (1.359, 0.702, − 0.904, 0.913, 0.719) (0, 0, 0, 0, 0) (0, 0, 0, 0, 0) 

注：*基于 CC-M2PLM 的估计值; **由 CC-M2PLM 的估计值转换得到; ***基于 LLM 的估计值。 

 

 
 

图 4  ECPE 数据的 Q 矩阵(K × I 的 Q’矩阵。其中, “灰色”为 1, “空白”为 0) 

 

表 5  ECPE 数据的模型-数据拟合结果 

分析模型 SRMR RMSEA TLI CFI − 2LL AIC BIC 

CC-M2PLM 0.020 0.014 0.987 0.988 85012.54 85148.54 85555.18 

LLM 0.032 — — — 85489.71 85633.71 86064.27 

DINA 0.033 — — — 85683.25 85809.25 86185.99 

 
表 5 给出了模型-数据拟合指标值。3 个模型的

SRMR 指标值分别为 0.020、0.032 和 0.033, 表明模

型-数据拟合理想。对 CC-M2PLM 而言, RMSEA < 

0.05、TLI > 0.95、CFI > 0.95, 结合 SRMR 指标后

表 明 CC-M2PLM 的 模 型 -资 料 拟 合 情 况 理 想 。

CC-M2PLM 的− 2LL、AIC 和 BIC 在 3 个模型中均

最小, 说明 CC-M2PLM 对该数据的拟合结果相对

最好。LLM 对该数据的拟合结果优于 DINA, 表明

该数据中的 3 个属性之间更倾向是补偿关系而非连

接关系。 

5  总结与展望 

本文首先介绍两个分别隶属于 MIRTMs 和

CDMs 的验证性补偿模型：CC-M2PLM 和 LLM。

其 次 , 为 两 者 具 有 可 比 性 , 本 文 尝 试 性 地 把

CC-M2PLM 中的潜在特质转换为属于分类变量的

跨界属性, 以期具体化其认知诊断功能。然后, 通

过模拟研究探究 CC-M2PLM 的认知诊断功能, 结

果表明 CC-M2PLM 可用于诊断测验数据分析, 其

认知诊断功能与 LLM 一样好。最后, 以两则实证

诊断测验数据为例来探究 CC-M2PLM 的实际应用

性。当然任何事物都是相对而言的, 使用 MIRTMs

也需要付出诸如相对更长的参数估计耗时、题目参

数与 CDMs 中的题目参数含义存在差异等代价。 

由于篇幅有限且为聚焦研究主题, 本文对部分

研究条件做了简化或限定：(1)Q 矩阵界定正确; (2)

被试数量固定; (3)仅考虑 MIRTMs 中的两参数模型

等, 而这些限定的研究条件也均可能是判准率的影

响因素, 开放这些条件后 MIRTMs 的表现如何值得

进一步探究。另外, 本研究未关注题目参数, 主要

原因在于 MIRTMs 中的题目参数与 CDMs 中的题

目参数之间的关系还有待进一步探究。再有, 本研

究仅关注补偿模型, 而非补偿(i.e., 部分补偿和连

接)模型的认知诊断功能也值得探究。 
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附录：模拟研究参数估计程序(以 K=3、I=15 为例) 

1  LLM 

R> library (CDM) #载入 CDM 包 

R> Qmatrix <- read.table ("Q3.txt") #读取 Q 矩阵 

R> Data <- read.table ("data.txt”) #读取作答数据 

R> LLM <- gdina (data = Data, q.matrix = Qmatrix, rule = "ACDM", linkfct = "logit") #ACDM 与 LLM 差异在于连接函数不同 

R> attribute <- IRT.factor.scores (LLM, type = "MAP") #读取被试属性估计值, 选用 MAP 方法 

R> itempar <- LLM $ coef [, c (1,2,3,6,7) ]) #读取题目参数估计值, 原文未呈现 

R> summary (LLM) #输出诸如参数估计数量、模型-数据拟合指标、属性相关等信息 

R> IRT.modelfit (LLM) #输出模型-数据拟合指标, 如 SRMR、AIC、BIC 等 

 

2  CC-M2PLM 

R> library (mirt) #载入 mirt 包 

R> K<-3 #设定维度数 

R> Q <- matrix(scan("Q3.txt"), ncol = K, byrow = T, dimnames = list(NULL, c('Factor1', 'Factor2', 'Factor3'))) #读 Q 矩阵, 维度赋名 

R> cc <- 1 - diag(K) 

R> COV <- as.matrix(cc == 1) #设定维度之间存在相关, 用于参数估计 

R> model <- mirt.model(Q, COV = COV) #依据 Q 矩阵, 来界定题目与维度之间的关系 

R> Data <- read.table("data.txt”) #读取作答数据 

R> CM2PLM <- mirt(data = Data, model = model, method = "MHRM", SE = T) #选用 MHRM 法进行参数估计 

R> theta <- fscores(CM2PLM, method = "MAP", full.scores.SE = T) #读取被试潜在特质估计值, 选用 MAP 方法 

R> itempar <- coef(CM2PLM, as.data.frame = T, SE = T) #读取题目参数估计值, 原文未呈现 

R> M2(CM2PLM) #输出模型-数据绝对拟合指标, 如 M2、SRMR、RMSEA 等 

R> print(CM2PLM) #输出模型-数据相对拟合指标, 如 AIC、BIC 等 

R> CP<- c ( 0, 0, 0) #设定 3 个维度的切点均为 0 

R> tb.attribute <- theta   

R> for ( k in 1:K) {tb.attribute [ , k ] <- ifelse ( theta [ , k ] > CP [ k ], 1, 0 )} #将潜在特质估计值转换为跨界属性 

 

 

 

Using confirmatory compensatory multidimensional IRT models  
to do cognitive diagnosis 
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Abstract 

Traditional testing methods, such as classical testing theory or unidimensional item response theory models 

(UIRMs), typically provide a single sum score or overall ability. Advances in psychometrics have focused on 

measuring multiple dimensions of ability to provide more detailed and refined feedback for students. In recent 

years, cognitive diagnostic models (CDMs) have received great attention, particularly in the areas of educational 

and psychological measurement. The outcome of a DCM analysis is a profile of a set of attributes, α, also called 

a latent class, for each person; this provides cognitive diagnostic information about distinct skills underlying a 

test that students mastery or non-mastery. During the same period, another kind of models, multidimensional 
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IRT models (MIRTMs), which also can provide fine-grained information about students’ strengths and 

weaknesses in the learning process were neglected. MIRTMs are different from CDMs in that latent variables in 

MIRTMs are continuous (namely, latent traits; θ) rather than categorical (typically binary). However, categorical 

variables in CDMs may be too rough to describe students’ skills when compared with the continuous latent traits 

in MIRTMs. 

Diagnostic measurement is the process of analyzing data from a diagnostic assessment for the purpose of 

making classification-based decisions. Currently, all testing method that have cognitive diagnostic function 

require substantive information about the attributes involved in specific items. Especially for CDMs, a 

confirmatory matrix that indicating which latent variables are required for an item, often referred to as Q matrix , 

is a essential term to analysis response data. Actually, such confirmatory matrices also exist in some 

multidimensional IRT models (MIRTMs), such as the scoring matrix in multidimensional random coefficients 

multinomial logit model. Therefore, it can be deduced that when MIRTMs are formulated in a confirmatory 

model defined by Q matrix, may also have diagnostic potential. Although some articles have noticed that 

viewpoint (e.g., Embretson & Yang, 2013; Stout, 2007; Wang & Nydick, 2015), no one really explored the 

diagnostic potential of confirmatory MIRTMs (C-MIRTMs). The main reason can be deduced that latent traits in 

MIRTMs are continuous, which can not be directly used to make classification-based diagnostic decisions.  

No matter MIRTMs or CDMs, multidimensional models normally can be specified into compensatory and 

non-compensatory models due to the relationship among dimensions. In compensatory models, students with 

high level on one dimension can compensate for lower levels on the other dimensions. Conversely, 

non-compensatory models assume that every dimensions are independent or partially independent with each 

others. Comparatively speaking, compensatory models are more general than non-compensatory models. Thus, 

only two compensatory models were concerned in this study, multidimensional 2-parameter logistic model 

(M2PLM) and linear logistic model (LLM) respectively, due to space limited.  

To explore the cognitive diagnostic function of MIRTMs, a confirmatory compensatory M2PLM 

(CC-M2PLM) were presented by introducing Q matrix in the item response function of M2PLM firstly. Then a 

cutoff point (CP) was used to transform estimated latent traits in CC-M2PLM to categorical variables (namely, 

trans-border attributes). This transformation step can be done after data analysis, thus two kinds of analysis 

results can be reported simultaneously: continuous latent traits and categorical trans-border attributes. Therefore, 

a suitable CP is very important, because of different CP will lead to different classification results. A simple pilot 

study was done to found the suitable CP: a test created with the CC-M2PLM but estimated with the LLM 

revealed that the LLM approximately divided the latent traits distribution in half, with a value of zero in IRT 

scale being the location of where masters (α = 1 if θ > 0) and non-masters (α = 0 if θ ≤ 0) were set. According to 

the result of pilot study, the CP was set equal to 0 for all dimensions (i.e., CPk = 0). Parameters in CC-M2PLM 

and LLM can be estimated by the mirt and CDM packages in R respectively.  

In simulation study, a series of simulations were conducted to evaluate cognitive diagnostic function of 

CC-M2PLM. The response data was generated by LLM, which can be treated as a diagnostic measurement 

dataset. CC-M2PLM and LLM were all used to fit that dataset, and results showed that the pattern (profile) 

correct classification ratio (PCCR) and the attribute correct classification ratio (ACCR) of trans-border attributes 

(from CC-M2PLM) and estimated attributes (from LLM) are almost same, the extent of most differences are 

smaller than 1%. Results of simulation study indicated that CC-M2PLM can be used to diagnostic measurement 

and its cognitive diagnostic function was as good as that of LLM. Finally, two empirical examples of diagnostic 

measurement were given to demonstrate applications and implications of the CC-M2PLM. 

Key words  item response theory; multidimensional item response theory; cognitive diagnostic models; 

cognitive diagnosis; Q matrix; confirmatory factor analysis 


