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含有新算符的代数运算规则学习的 
有效样例设计* 

张  华  曲可佳  张  奇 
(辽宁师范大学心理学院, 大连 116029) 

摘  要  为了探索含有新算符的代数运算规则学习的有效样例设计方式, 分别采用“转换标记法”和“解释

法”设计“指-对数转换”运算和对数运算的样例, 考察了初中三年级学生代数运算规则样例学习的迁移效果。

结果显示：(1)采用“转换标记法”设计的样例可以明显提高“指-对数转换”规则样例学习的迁移效果; (2)采用

“解释法”设计的运算样例, 能够明显促进“对数运算规则”的样例学习迁移效果, 并与被试的基础知识有关。 
关键词  新算符; 指-对数转换规则; 对数运算规则; 转换标记法; 解释法 
分类号  B849:G44 

1  问题提出 

早期的样例学习研究关注的是问题解决样例

的学习对问题解决的促进作用。有研究发现(Cooper 
& Sweller, 1987), 与单纯的问题解决练习相比, 学

习问题解决的样例能够减轻学生的认知负荷, 有助

于问题解决规则的学习与运用或问题解决图式的

获得。在问题解决的样例学习中, 如果被试不能很

好地理解其中的原理或规则, 就倾向于使用一般的

问题解决策略(如手段-目的分析)和一些表面策略

( 如 复 制 - 修 改 策 略 , copy-and-adapt) (Renkl & 
Atkinson, 2007), 而这些策略往往会增加外在认知

负荷, 影响问题的解决。因此, 在问题解决的样例

学习中, 如何根据具体的问题情境, 掌握和运用具

体 的 解 题 规 则 是 至 关 重 要 的 (Renkl, Hilbert, & 
Schworm, 2009)。Carroll (1994)对高中生数学样例

学习的研究发现, 高分组学生能够从样例中更快地

概括出其中的规则并应用于问题解决中, 而低分组

的被试则难以进行规则的总结和相似问题的解决。

Renkl (2002)的研究也发现, 成功的学习者在样例

学习时所经常使用的一个自我解释策略就是基于

规则进行推理, 即试图去确定样例中的目标结构并

对达到目标的规则进行精细加工。这些样例学习的

研究结果表明, 问题解决样例学习的关键是能否领

悟和正确运用隐含在样例中的问题解决规则。 
为了帮助学生更好地领悟和运用隐含在样例

中的问题解决规则, 学者们已经开发出一些样例设

计方法, 例如：子目标编码(Catrambone, 1996; 邢

强, 莫雷, 2002; 张奇, 林洪新, 2005)、完整与不完

整的样例(Atkinson & Renkl, 2007)、样例学习的自

我 解 释 (Chi, Bassok, Lewis, Reimann, & Glaser, 
1989)、正误样例的对比 (Kopp, Stark, & Fischer, 
2008; Tsovaltzi, Melis, McLaren, Meyer, Dietrich, 
& Goguadze, 2010)、 正 误 样 例 的 组合 (Groβe & 
Renkl, 2007), 等等。这些样例设计方法在问题解

决样例的学习中发挥了一定的作用 , 并得到一些

实验的证实。 
可是, 如果在数学运算样例中出现被试没有学

习过的新的代数运算符号(以下简称为“新算符”)时, 
由于被试不理解新算符的运算涵义, 就影响了样例

学习的效果。例如, 在小学生代数运算规则的样例

学习研究中发现, 六年级学生中只有少数被试能够
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学会运用“完全平方和”代数运算规则, 多数被试不

能学会运用“平方差”代数运算规则(林洪新, 张奇, 
2007)。究其原因, 可能是由于小学生不理解样例中

所包含的代数运算符号(如 a2 和 b2)的运算涵义。 
如何在运算样例中帮助学生领悟新算符的运

算涵义, 从而掌握新的运算规则, 这是样例设计中

要解决的一个新课题。当然可以在新算符的旁边加

上注释或说明, 用来解释新算符的运算含义并说明

其运算规则。但是, 这样做既增加了样例学习的认

知负荷, 又降低了样例学习的难度, 不利于学生发

现能力的培养。所以, 如何采用更为简捷而有效的

方法设计新算符, 帮助学生利用已知的运算规则领

悟新算符所表示的运算规则, 是一个有待探索的研

究课题。张奇、万莹、林洪新和曲可佳(2012)经过

对一些算符的认真分析后明确指出, 任何新的或学

生未知的数学运算符号都可以用学生已知的运算

规则或标记来表示, 并帮助学生理解新算符的运算

涵义。例如：a2 可以用 a2= a×a 来表示, 这样可以帮

助未学过乘方运算的学生理解 a2 的涵义, 从而理

解和掌握乘方运算的规则。这种新算符的样例设

计方法称之为“解释法”, 即用学生已知的乘法运

算规则来理解未知的乘方运算符号。这种“解释法”
不同于以往所采用的文字解释和标注性解释 , 它

可以直接写在运算样例中。采用“解释法”设计运算

样例中的新算符能否提高样例学习的效果 , 需要

实验的验证。 
用“解释法”可以设计一些运算样例中的新算

符, 但并不是所有含有新算符的样例设计都适合解

释法。例如, 指-对数转换运算样例中的对数符号就

很难用解释法进行设计。因此, 必须开发出适应各

种新算符样例学习的多种设计方法。目前开发出的

新算符设计方法除了“解释法”还有“逆运算法”和

“转换标记法”等。本研究的目的就是采用“转换标

记法”设计指-对数转换的运算样例、采用“解释法”
设计对数运算的样例, 并分别考察这两种设计方法

是否能够促进被试对新算符及其所隐含的运算规

则的领悟和运用。 
所谓“转换标记法”是从“子目标编码”发展而来

的。子目标编码是 Catrambone (1994)、Catrambone, 
Jones, Jonides 和 Seifert (1995)提出的一种促进问题

解决样例学习效果的样例设计方法。所谓“子目标

编码”, 最初是将问题解决样例中的每个解题步骤

(子目标)采用解题顺序的编码“标记”出来, 使学生

更容理解每步运算的子目标以及与问题解决总目

标的关系, 这样做可以帮助学生更好地掌握问题的

结构和解决问题各个步骤之间的关系, 从而帮助他

们更好理解和运用解决问题的规则。该方法在问题

解决样例的学习中收到明显效果, 在二年级小学生

学习四则混合运算规则等研究中也取得明显效果

(Catrambone, 1996; 邢强, 莫雷, 2002; 张奇, 林洪

新, 2005)。我们进一步设想, 如果在指-对数转换运

算的样例中把两者的对应关系“标记”出来, 可能更

利于学生对转换规则的理解和掌握。其实, 这种“标

记”方法已经不同于“子目标编码”了。它标记的不

是解题的步骤或顺序, 而是转换运算的对应关系。

可以把它称为“子目标编码”的发展或一种变式。该

方法是否有效有待下面实验的验证。 
基于上述设想, 本研究以初三学生为被试, 实

验一考察“转换标记”在指-对数转换运算规则样例

学习中的有效性, 实验二考察采用解释法设计的对

数运算样例在对数运算规则样例学习中的迁移效

果, 同时考察学生的已有知识(指-对数转换规则)对
其迁移效果的影响。 

根据上述分析, 提出以下实验假设：(1)采用转

换标记的样例能够促进被试指-对数转换运算规则

样例学习的迁移效果; (2)采用解释法设计的对数运

算样例, 能够有效地提高被试对数运算规则样例学

习的迁移成绩, 且已掌握相关基础运算规则的被试

其学习迁移效果优于未掌握相关基础运算规则的

被试。 
研究的创新意义在于, 在已有样例设计方法的

基础上, 开发出两种新的用于设计含有新算符运算

样例的方法—— “转换标记法”和“解释法”, 并分别

在指-对数转换运算的样例学习和对数运算的样例学

习中验证其学习迁移的效果, 即新方法的有效性。 

2  实验一  转换标记样例对转换运
算规则样例学习的促进作用 

2.1  实验目的 
考察初中三年级学生学习采用“转换标记法”

设计的指-对数转换运算样例的迁移效果是否优于

学习普通样例的迁移效果。 
2.2  实验方法 
2.2.1  被试选取 

从某城市普通中学的初中三年级学生中通过

“前测”筛选出 120 名被试, 男生 60 名, 女生 60 名, 
将其编号随机分为 4 个样例学习组：第一组和第二

组的被试学习采用“转换标记”设计的样例, 第三组
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和第四组被试学习普通的运算样例, 每组 30 人。 
2.2.2  实验设计 

为了验证有无转换标记和样例的数量在样例

学习中的促进作用, 采用 2(样例类型)×2(样例数量)
二因素被试间实验设计。样例类型包括“有标记”样

例和“无标记”样例两种。有标记样例用红色虚线箭

头标示出指数与对数的转换, 无标记样例没有任何

标示, 除此之外, 两种样例完全相同。样例数量有

两种, 一种是 3 个样例; 另一种是 6 个样例。实验

以样例学习后的迁移测验成绩作为因变量, 迁移测

验包括 6 道测验题, 近迁移和远迁移题目各 3 道。 
2.2.3  实验材料： 

(1)前测材料：共有 12 道题目, 前 6 道是指数

计算题, 后 6 道题目是对数运算题。 
(2)样例学习材料：样例学习材料包括指数与对

数转换运算的样例 6 个。一种是采用“转换标记法”
设计的指-对数转换的运算样例; 另一种是指-对数

转换运算的普通样例。 
(3)迁移测验材料由 6 道指数与对数相互转换

的运算题组成, 其中 3 道近迁移题目, 即指数向对

数转换的题目; 3 道远迁移题, 即由对数转换为指

数的题目。被试完全做对一个测题记 1 分, 做错记

0 分, 远、近迁移测验满分各为 3 分。 
2.2.4  实验程序： 

(1)前测阶段：事先将指导语和前测题用 4 号宋

体字、1.5 倍行距打印在 A4 白纸上。 
组织待选被试安静地坐在自己的座位上。两名

被试的前后左右各空出一个座位。实验期间被试不

许交流。被试拿到测题纸后即可答题。答完题交卷

走出教室。 
选择正式被试的标准是答对 4 道及以上指数计

算题目、并且答错 4 道及以上对数计算题目的学生, 
被选取为正式被试。 

(2)样例学习阶段：事先将指导语和运算样例用

4 号宋体字、1.5 倍行距打印在 A4 白纸上。4 组被

试分别在不同的教室内同时学习不同的样例学习

材料 15 min。实验环境同前测环境。 
(3)迁移测验阶段：主试收回样例学习材料后即

可发给被试迁移测验材料。迁移测验材料用 4 号宋

体字、1.5 倍行距打印在 A4 白纸上。迁移测验的时

间限定在 30 min 之内。 
2.3  结果分析 

四组被试远、近迁移测验成绩的平均分与标准

差见表 1。 

表 1  四组被试迁移成绩的平均分与标准差 

近迁移 远迁移  
样例类型 

 
样例数量 M SD M SD 

有标记 3 个 2.63 0.96 2.90 0.55

有标记 6 个 2.63 0.93 2.80 0.61

无标记 3 个 2.00 1.34 2.17 1.26

无标记 6 个 1.93 1.23 2.10 1.30
 

分别以远、近迁移测验成绩为因变量, 以样例

的类型和数量为自变量, 进行二因素方差分析。结果

表明, 在近迁移成绩上, 样例类型的主效应差异显著, 
F(1,116)=400.00, p<0.05, 在样例数量上差异不显著, 
F(1,116)=1.00, p>0.05; 两者之间的交互作用不显著, 
F(1,116)=0.03, p>0.05。在远迁移成绩上, 样例类型的

主效应差异显著, F(1,116)=1.85, p<0.01, 样例数量之

间的差异不显著, F(1,116)=25.00, p>0.05, 两者之间

交互作用不显著, F(1,116)=0.01, p>0.05。 

3  实验二：“解释法”样例设计对对
数运算规则样例学习迁移的促进
作用 

3.1  实验目的   
考察初中三年级学生学习采用解释法设计的对

数运算样例的迁移效果是否优于学习普通样例的学

习迁移效果。 
3.2  实验方法 
3.2.1  被试选取 

从实验一的被试中选取 60 名迁移测验成绩得满

分的学生, 随机分为第一组和第二组的被试; 从未参

加过实验一的初三学生中通过“前测”选取 60 名学生

随机分为第三组和第四组的被试。每组被试 30 人。 
3.2.2  实验设计 

采用 2(被试类型)×2(样例类型)二因素被试间

实验设计。自变量是两组不同的被试和两种不同的

运算样例 , 其中 , 被试包括学习过指-对数转换规

则的学生和未学习过该规则的学生两部分; 样例类

型分为用解释法设计的样例和普通的样例, 因变量

是迁移测验成绩。 
3.2.3  实验材料 

(1)样例学习材料分为二种：一种是采用“解释

法”设计的 6 个对数运算样例; 另一种是用普通方

法设计的 6 个对数运算样例。两种样例只是运算步

骤的设计不同, 其他均相同。 
(2)迁移测验材料由 6 道对数运算题组成, 测验

题与样例题目相似但不同。被试完全做对一个测题
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记 1 分, 做错记 0 分, 迁移测验满分为 6 分。 
3.2.4  实验程序 

(1)样例学习阶段：事先将指导语和运算样例用

4 号宋体字、1.5 倍行距打印在 A4 白纸上。两组被

试分别在不同的教室内同时学习不同的样例学习

材料 20 min。实验环境同实验一。 
(2)迁移测验阶段：主试收回样例学习材料后即

可发给被试迁移测验材料。迁移测验材料用 4 号宋

体字、1.5 倍行距打印在 A4 白纸上。迁移测验的时

间限定在 30 min 之内。 
3.3  结果分析 

四组被试迁移测验成绩的平均分与标准差见

表 2。 
 

表 2  四组被试迁移成绩的平均分与标准差 

迁移成绩  
样例类型 

 
被试类型 M SD 

解释 学过转换规则 5.87 0.73 

解释 未学转换规则 2.13 2.56 

普通 学过转换规则 4.00 2.57 

普通 未学转换规则 2.30 2.00 

 
以样例类型和被试类型为自变量, 迁移成绩为

因变量, 进行二因素方差分析。结果表明, 样例类

型的主效应差异显著, F(1,116) = 4.90, p<0.05, “解

释法”样例的学习迁移成绩明显优于普通样例; 被

试 类 型 的 主 效 应 差 异 显 著 , F(1,116) = 50.04, 
p<0.001, 学过转换规则被试的样例学习迁移成绩

明显优于未学过该规则的被试; 两者之间交互作用

差异显著, F(1,116) = 7.01, p<0.01。 
简单效应检验的结果表明, 对于学过转换规则

的被试来说, “解释法”样例的学习迁移成绩明显优

于普通样例, F(1,117) = 8.32, p<0.01; 而对于未学

过转换规则的被试来说, 普通样例与解释法样例的

学 习 迁 移 成 绩 没 有 显 著 差 异 , F(1,117) = 0.07, 
p>0.05。此外, 在“解释法”样例和普通样例中, 两种

类型学生的样例学习迁移成绩均存在显著差异 , 
F(1,117) = 45.73, p<0.001; F(1,117) = 9.48, p<0.01, 
即学习过指-对数转换规则被试的迁移测验成绩显

著高于未学过该规则的被试。 

4  讨论 

4.1  “转换标记”样例及其数量对样例学习效果

的影响 
在高中数学教材中, 指数与对数转换规则的运

算例题都没有运用转换标记, 指-对数转换运算一

般是经过教师的课堂讲解传授给学生的。本研究考

察了有转换标记与无转换标记样例的学习迁移效

果, 结果发现, 有转换标记样例的学习迁移效果显

著优于无转换标记样例的迁移效果。该实验结果进

一步表明, 不仅在问题解决样例和运算样例中加入

“子目标编码”可以明显提高问题解决和运算规则

的学习迁移效果 (Catrambone, 1996; 邢强 , 莫雷 , 
2002; 张奇, 林洪新, 2005), 而且在转换运算样例

中加入“转换标记”也能有效促进指-对数转换运算

规则的学习, 并提高学习迁移成绩。其原因是, 在

运算样例中一般都包括多步运算, 利用“子目标编

码”标记运算步骤既可以注明运算步骤的先后顺序, 
也可以引起被试对每步运算前因与结果之间逻辑

关系的注意。明显的运算标记可以帮助学生清楚地

注意到每步运算的结果, 进而通过对每步运算前后

因果关系的推理, 理解该步运算的运算规则, 有助

于对运算规则的理解和运用。在转换运算样例中加

入“转换标记”可以使初学转换运算的学生更清楚

地注意到转换运算前后的对应关系, 有利于初学者

理解转换运算的逻辑关系, 从而提高对转换规则的

理解, 并提高学习效率和效果。 
该研究结果对数学课堂教学和教材编写有一

定启示意义。在一些有转换运算的数学知识教学中, 
教师应该采用转换标记法帮助初学者明确转换前

后的对应关系, 使学生更容易理解转换运算的规则

和意义。同理, 在教材设计上可以采用转换标记来

帮助学生理解转换关系, 提高学生自主学习的效率

和效果。 
关于样例的数量对样例学习效果的影响往往

受规则的复杂程度和规则变式的数量等多种因素

的制约。在以前的有关研究结果中, 运算样例的学

习效果受样例数量的影响, 即学习较简单的运算规

则需要的样例数量较少; 而学习比较复杂的样例需

要的样例数量较多(张奇等, 2005)。本研究的结果表

明, 学习 3 个指-对数转换样例与学习 6 个样例的迁

移效果没有显著差异。这是因为样例的数量对样例

学习效果的影响受指-对数转换规则变式数量的制

约。在 3 个指-对数转换运算样例中, 每个样例是一

种转换类型(即一种转换变式); 在 6 个样例中每个

转换类型各有两个转换样例 , 但两者的转换类型

数量没有变化。被试不论是学习 3 个样例还是 6
个样例都是学习 3 种类型的指-对数转换。如果被

试只通过一个样例的学习就可以掌握一种类型的
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转换 , 那么 , 与学习两个样例的学习效果就不会

有明显的差异。 
4.2  “解释法”样例和基础知识对对数运算规则

样例学习效果的影响 
以前的研究表明, 小学生通过运算样例的学习, 

很难学会 “平方差”等代数运算规则(林洪新, 张奇, 
2007)。经分析认为, 可能是学生不理解乘方运算的

新算符。为此, 开发出有助于学生学习新算符的样

例设计方法：“转换标记法”和“解释法”。实验一的

结果验证了转换标记法的样例设计可以有效促进

对数运算符号涵义的学习; 实验二的结果则验证了

解释法的有效性。在运算样例中采用解释法设计新

算符, 可以利用学生已知的运算规则理解新算符的

涵义。例如：学习过加法运算的小学生可以通过采

用解释法设计的运算样例(2×3=2+2+2; 3×2=3+3)学
习乘法运算符号的涵义, 并学会乘法运算规则。同

理, 学习过乘法运算的学生也可以通过采用解释法

设计的运算样例(a2= a×a; b2= b×b )学习乘方运算符

号的涵义, 并学会乘方运算规则。这种方法可以推

广到许多新算符的样例设计中, 对数学知识的课堂

教学和教材编写有参考价值。 
实验二还考察了相关基础知识对新运算规则

样例学习效果的影响。实验结果表明, 学习过指-
对数转换运算的被试(即实验二中的一、二组被试)
明显比没有相关基础知识的三、四组被试在对数运

算样例学习上的迁移成绩好。该结果表明, 基础知

识的学习和掌握是学习新知识的基础, 尤其在数学

知识的学习中, 没有相关的基础知识, 学习新知识

就会遇到困难。在运算样例的学习中, 被试没有相

关的基础知识就很难理解新算符的涵义, “解释法”
也就失去了作用。Rittle-Johnson, Durkin 和 Star 
(2009)对美国城市中学生代数运算知识水平与教学

方法之间的相互作用效果进行了研究 , 结果发现 , 
代数运算知识水平较高的学生能够更多地从样例

对比的方法中获益。由此可见, 在已有知识的基础

上学习新知识是知识学习的一般规律, 在样例学习

中更是如此。 
4.3  含有新算符的代数运算样例的设计原则 

在代数运算样例中如何设计新算符以及含有

新算符的运算样例, 可以开发出多种设计方法, 例

如, 在问题提出部分提到的和在两个实验中用过的

方法。然而, 究竟用什么方法设计运算样例中的新

算符和含有新算符的运算样例, 要根据新算符的性

质和学生的数学基础知识来确定。某种设计方法可

能只适用于某类新算符的样例设计, 而不适用另一

类新算符的设计。目前, 我们正在根据不同的新算

符和被试的数学基础知识寻找、尝试一些新的设计

方法, 并验证其是否有效。 
不论用什么方法设计代数运算样例中的新算

符和含有新算符的运算样例, 其基本原理(或基本

原则)是相同的, 即利用新旧算符之间的数学逻辑

关系和学生已有的数学基础知识, 将新算符及其所

代表的运算规则用学生已知的旧算符的运算或有

助于学生理解新运算规则的标记来“解释”或“说明”, 
这样就有利于学生对新算符和新运算规则的理解

或同化, 从而提高运算样例的学习效果。当然, 如

何运用这个基本原理还要注意到学生对新算符及

运算规则的理解能力和知识基础。运用转换标记法

和解释法设计的样例既可适当降低样例学习的难

度, 又不会使学生失去在样例学习中自主领悟新算

符的涵义以及发现、概括和运用新规则的机会。相

反, 如果对含有新算符和新规则的运算样例不加任

何“解释”或“标记”的设计, 那么, 学生在理解新算

符或新规则上就会有一定的困难, 从而影响样例学

习的效果。如果要让学生从中理解新算符和新规则

的涵义, 除非学生有足够聪明的理解能力(这样做

只适用于个别理解能力强的学生); 要么就要增加

学习样例的数量(实验表明, 增加样例的数量可以

增加样例之间对比的机会, 从而有助于领悟新算符

和新规则)。 

5  结论 

(1)学习采用“转换标记”设计的运算样例比学

习普通样例明显提高了初三学生初学指-对数转换

规则的学习迁移效果。 
(2)学习采用“解释法”设计的对数运算样例比

学习普通样例明显提高了样例学习的迁移效果, 并

与被试的基础知识有关。 
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The Effective Design of Worked-example for Learning Algebra Operation Rules 
Containing New Operators 

ZHANG Hua; QU Kejia; ZHANG Qi 

(Psychology College of Liaoning Normal University, Dalian 116029, China) 

Abstract 

Most of the previous researches indicated that, after students had learned worked-examples including 
certain rules, they could master the rules involved to solve problems. However, recent researches have shown 
that students were able to discover and master new rules through well-designed worked-examples, based on their 
prior knowledge. Zhang Qi and Lin Hongxin (2005) and Lin Hongxin and Zhang Qi (2007) found that primary 
school students could learn new mathematic rules with proper design, but these students failed to master algebra 
rules. One possible reason of this finding was that the students did not understand the meaning of new algebra 
operators. Therefore, we designed worked-examples of conversion from index to logarithmic form by applying 
the “method of converting label” and worked examples of logarithmic operations by applying the “method of 
explanation”. The main objective of our study was to examine the effectiveness of each design method on 
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worked-example learning.  
In order to explore the effect of “method of converting label (design with method of converting label or 

normal design)” and “number of worked-examples (3 or 6)” on learning conversion from index to logarithmic 
form, a 2×2 between-subjects factorial design was used in Experiment 1. One hundred twenty 9th grade students 
participated the experiment in which they were divided into 4 groups to take part in different procedures. 
Experiment 2 used a 2 (method of design: design with the method of explanation or normal design) ×2 (learned 
the conversion rules: yes or no) between-subjects factorial design, in which there were also 120 9th grade 
students took part and carried on different procedures in 4 separate groups to learn logarithmic operation rules. 
    There was a significant main effect of “method of converting label”, which is, students who have learned 
worked-examples with this method performed better than those who haven’t. However, there was no significant 
main effect of the number of examples or interaction between the method of converting label and the number of 
examples; In addition, the main effects of both factors (design with method of explanation or normal design; 
learned conversion from index to logarithmic form or not) were significant. There was also a significant 
interaction between these two factors. For students who learned the conversion rules, their performance on 
worked-examples designed with the method of explanation was better than those who learned normal-designed 
examples. For students without the knowledge of the conversion rules, there was no significant difference 
between the two groups.  

The present study implied that most of the 9th grade students could master the conversion rules from index 
to logarithmic form and the logarithmic operation rules. Worked-examples designed with the method of 
converting label significantly improve students’ learning. Worked-examples designed with the method of 
explanation facilitate transferring, which is related to participants’ previous knowledge. 

Key words  new algebra operators; conversion rules from index to logarithmic form; logarithmic operation rules; 
method of converting label; method of explanation  


