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多维项目反应理论等级反应模型 

杜文久  肖涵敏 
(西南大学数学与统计学院, 重庆 400715) 

摘  要  基于因子分析和单维项目反应理论的多维项目反应理论是测量理论的新发展方向之一。但是, 多

维项目反应理论仍处于不成熟的发展阶段, 多数研究也只是以二级评分为主。本文首先介绍了逻辑斯蒂形式

的多维等级反应模型, 并以二维等级反应模型为例, 分析了模型的数学函数图像及其性质。然后, 推导出了

多维等级反应模型的项目信息函数, 并结合实例进行了讨论。进一步地, 本文阐述了使用联合极大似然估计

和马尔科夫链蒙特卡洛方法估计多维等级反应模型参数的思想。最后, 指出了一些有待研究的问题。 
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1  问题的提出 
自 20 世纪 60 年代至今, 测量理论经历了从经

典测量理论(Classical Test Theory, CTT)到项目反应

理论(Item Response Theory, IRT)的巨大变革, IRT
克服了 CTT 的种种局限, 实现了被试与项目关系

间的模型化、参数化。特别是随着计算机技术的发

展, 使得 IRT 得以迅速推广应用, 从而逐步取代了

CTT 而成为现代心理测量学研究的主要内容之一。

IRT 通常假设测验只测量被试的一种能力水平, 然

而这种单维性假设与许多测验的实际不相符, 因为

测验数据的多维性与被试完成一项测验任务时需

要多种能力共同支配是相符的。显然, 如果用单维

模型去拟合多维数据 , 势必会增大测量误差 , 对

被试的能力水平做出不准确的结论。因此, 建立被

试反应与多种能力及项目特征之间的多维项目反

应 理 论 (Multidimensional Item Response Theory, 
MIRT)模型成为了 IRT 近 40 年来研究较为活跃的

领域之一。 
MIRT 是在因子分析和 IRT 的双重背景之下而

发展起来的(Reckase, 2009), 多维项目反应模型的

提出就是为了更好地对被试在完成一项测验任务

时需要的多种能力、项目特征与答对概率之间的关

系进行模型化(康春花, 辛涛, 2010)。IRT 研究者在

上世纪 70 年代就开始探索 MIRT 模型, Mulaik 于

1972 年率先提出了一个二级评分的 MIRT 模型, 之

后, Sympon (1978)、Whitely (1981)以及 Mckinley
和 Reckase (1982)等也相继提出了各自的模型。然

而, 这些早期的模型以及之后的相关研究都是针对

二级评分试题的, 对于多级评分的 MIRT 模型, 直

到 1993 年才由 Muraki 和 Carlson (1993)提出正态累

积 形 式 的 多 维 等 级 反 应 模 型 (Multidimensional 
Grade Response Model, MGRM), 其它一些多级模

型 更 是 在 最 近 几 年 才 得 以 提 出 (Yao & Schwarz, 
2006; Ferrando, 2009)。众所周知, 多级评分试题由

于可以提供更多关于被试的信息而被普遍地采用, 
多级评分模型特别是等级反应模型(Grade Response 
Model, GRM)是当前测验发展的新方向之一。鉴于

IRT 向多维发展的趋势以及等级反应模型的重要地

位 , 结合国内多数理论和应用研究都集中在单维

IRT 上 的 现 状 , 本 文 将 对 具 有 逻 辑 斯 蒂 形 式 的

MGRM 及其信息函数和参数估计方面进行讨论 , 
以期对国内 MIRT 的研究起到一定的促进作用。 

2  MGRM 介绍 

Muraki 和 Carlson (1993)给出了正态累积形式

的 MGRM。假设被试 j 在项目 i 上正确反应共有 ki

个等级, 并且获得第 k 个等级必需要求先达到第
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k−1 等级, 则被试获得第 k 个等级以上(包括第 k 个

等级)的概率为 
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这就是 Muraki 和 Carlson 提出的 MGRM。其中, ai

为项目 i 的区分度参数向量, θj 为被试 j 的能力参数

向量, dik 是一个标量, 它被定义为被试达到第 k 个

等级的类别参数(item-category parameter)。从模型

中可以看出 , dik 前面的符号为正 , 所以它和单维

GRM 的等级难度参数的意义正好相反, 也就是说

在 MGRM 中, 等级越高, dik 的值越小。当 k=0 时, 
di0=∞, 当 k=ki+1, , 1ii kd + = −∞ , 所以 dik 是被试达到 

第 k 个等级的“易度参数”(Reckase, 2009)。 
由于积分运算的复杂性以及正态函数与逻辑

斯 蒂 函 数 的 相 似 性 , 可 得 到 逻 辑 斯 蒂 形 式 的

MGRM, 即 
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和单维 GRM 类似, 称(3)式中的概率曲面 *
ijkP 为项

目特征曲面(Item Characteristic Surface, ICS), Pijk 为

类 别 特 征 曲 面 (Category Characteristic Surface, 
CCS)。 

进一步, 由(3)可得被试 j 在项目 i 上的期望分

数为 
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在 二 维 能 力 参 数 场 合 下 , 取 ( )0.7,1.2ia ′= , 
di1=1.5, di2=0.5, di3=−2 时, 采用数学软件 Matlab 
2007 可得 ICS 和 CCS 如图 1、图 2 所示。 

从图 1 可以看出, 当固定其中一个能力维度时, 
得某个分数以上的概率值都随另一能力维度值的

增加而增大。当其中一个能力值较低时, 可以通过

另一个能力值的补偿而得到相同的概率值, 这就是

所 谓 的 补 偿 性 模 型 (Compensatory MIRT Model, 
MIRT-C) (康春花, 辛涛, 2010)。图 2 反映了得各分

数的概率的变化趋势。当两个能力维度值都接近−4
时, 得 0 分的概率最大, 这一概率值接近 1。随着两

个能力维度值都增大, 得 0 分的概率不断减小, 而

得其他分数的概率增大。当两个能力维度值都增大

到接近 4 时, 得 3 分的概率最大。 
在上述参数之下 , 得到期望分数曲面如图 3

所示。 
 

 
 

图 1  项目特征曲面 
 

 
 

图 2  类别特征曲面 
 

 
 

图 3  期望分数曲面 
 
可见, 期望分数的变化范围为 0 分到 3 分之间, 

且当两个能力维度都在 4 附近时, 期望分数接近最

大值 3 分。 

3  MGRM 的项目信息函数 
信息函数作为 IRT 中的一个重要概念, 在进行
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项目和测验分析以及指导测验编制中都有非常重

要 的 应 用 价 值 , 它 更 是 当 今 计 算 机 自 适 应 测 验

(Computerized Adaptive Test, CAT)研究的焦点(罗
照盛, 欧阳雪莲, 漆书青, 戴海琦, 丁树良, 2008)。 

MIRT 的项目信息函数可以由单维场合下进行

推广而得到, 但是要复杂得多。Reckase (2009)介绍

了 MIRT 中二级评分模型的项目信息函数, 但是并

没有涉及有关多级的讨论。二级评分的项目信息函

数被定义为 
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把(7)代入(5)中, 则项目信息函数为 
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现在, 我们把单维 GRM 的项目信息函数推广

到 MGRM。在单维情形下, GRM 的项目信息函数

为 ( )
( )2'

0

ik ik
i
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P
I

P
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= ∑ , 结合上述二级评分的讨论, 得

MGRM 的项目信息函数为 
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其中 ( )ikP θ 的表达式如(3)所示。由于 
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再结合式(6)、(7), 则(9)变为 
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(11) 
此式即为 MGRM 的项目信息函数。可以看出, 项

目信息量的大小除与能力参数向量和项目参数有

关外, 还与方向向量有关。 

在前述所设参数之下, 分别取α1 等于 0°、45°、
90°得到项目信息曲面如图 4 所示。从图中可以看

出, 在不同的方向向量之下, 3 个信息曲面的形状

是一致的。它们都具有双峰形状, 且都在相同的能

力值处取极大值或极小值。当两个能力维度值都位

于 1 附近时, 项目提供最大的信息量; 当两个能力

维度值都在 4 或者是−4 附近时, 项目提供的信息量

接近 0。另外, 除了两个能力维度值都在 4 或者是

−4 外, 在相同的能力处, 当α1 为 45°时提供的信息

量最大而 0°时最小。α1 为 0°、45°、90°, 对应的信

息量的最大值约为 0.18、0.55 和 0。 
 

 
 

图 4  项目信息曲面 
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4  MGRM 的参数估计 
4.1  JLME 方法 

参数估计问题一直以来都被认为是 IRT 的难点

之一, 特别是在 MIRT 中, 由于需要估计的参数个

数较多, 处理和计算都是相当繁琐的。对于 MGRM, 
在被试能力参数和项目参数真值都未知的情况下, 
可 以 应 用 联 合 极 大 似 然 估 计 (Joint Likelihood 
Maximum Estimation, JLME)的方法进行参数估计。 
4.1.1  MGRM 的似然方程  设 N 个被试参加由 n
个项目组成的测验, 测验反应矩阵为 
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xij 为被试 j 在项目 i 上的反应等级。建立被试 j 在

项目 i 上恰好得第 k 个等级的示性函数 
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则被试 j 在项目 i 上得某个等级的概率为
0
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k
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P
=
∏ 。

根据局部独立性假设, N 个被试在这 n 个项目上的

联合反应概率为 
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此式即为似然函数。对(12)两边取对数, 再分别对

参数向量θ, a, d 求偏导数并令其等于 0, 得对数似

然方程组为 
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其 中 , i=1,2, … ,n, j=1,2, … ,N, v=1,2, … ,m, k= 
1,2,…,ki。 

不难发现 , 方程组(13)共有
1

n

i
i

Nm nm k
=

+ +∑ 个 

方程 , 所以要求解此方程组是相当复杂的。通常 , 

求解方法都是采用 Birnbaumn (1968)提出的两阶段

方法(two-stage procedure), 该方法的主要思想是把

JLME 分为项目参数的条件估计和能力参数的条件

估计, 两类参数不断相互校正, 反复迭代, 最终求

得参数的稳定值。 
4.1.2  MGRM 的似然方程的求解  采用两阶段似

然估计法求解方程组(13), 具体过程如下： 
1)给定每个被试的能力参数向量的初始值 ( )0

jθ , 

代入方程组(14) 
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解出 ( )0
ia 和 ( )0

id , 并计算 ( ) ( ) ( )( )0 0 0
0 , ,i i jL L a d θ= ;  

2) 将求出的 ( )0
ia 和 ( )0

id 代入方程组 (13)的第

一个方程组, 重新计算 (1)
jθ ;  

3) 将算出的 (1)
jθ 的每个分量标准化, 代入方程

组(14), 重新计算 (1) (1),i ia d ,  

4) 计 算 ( ) ( ) ( )( )1 1 1
1 , ,i i jL L a d θ= 并 判 断 1 0L L−  
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( ) ( )1 0

i ia a→ , ( ) ( )1 0
i id d→ , ( ) ( )1 0

j jθ θ→ , 进 行 新 一

轮的计算。 

4.2  MCMC 方法 
除了采用两阶段似然估计法, 在实践中还可以

采 用 马 尔 科 夫 链 蒙 特 卡 洛 (Markov Chain Monte 
Carlo, MCMC)方法估计参数。MCMC 是目前十分

流行的一种参数估计法, 它在估计高维参数时十分

有效, MCMC 方法的基本思想是将联合似然函数视

为在给定样本 X 后未知参数的后验分布, 并将其看

作平稳分布, 然后再采用 M-H 方法构造一个马尔

科夫链, 使其收敛于平稳分布, 建议分布均采用对

称建议分布。对于 MGRM, 其具体做法如下： 
1)指定迭代周期 M 和迭代次数 M1; 
2 )  能 力 参 数 θ从 建 议 分 布 ( 1) ( )~ ( ,1)t t

jv jvNθ θ+  

( 1,2, ,j N= L , 1,2,v m= L , 0,1,2 , 1t M= −L ) 中 独
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= 。将此概率与随机数 ~ (0,1)r U 比较, 若大于等于 r, 则接受转移, 否则不转移;  
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3)项目参数 a 从建议分布 ( 1) ( )~ ( ,0.25)t t
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5) 迭代 M 次后, 再迭代 M1 次, 并令 
1

( )

1 1

1ˆ ( 1, 2, , , 1, 2, )
M

M t
jv jv

t
j N v m

M
θ θ +

=
= = =∑ L L ; 

1
( )

1 1

1ˆ ( 1,2, , , , 1, 2, )
M

M t
iv iv

t
a a i n v m

M
+

=
= = =∑ L L ; 

1
( )

1 1

1ˆ ( 1,2, , , 1,2, )
M

M t
ik iik

t
d d i n k k

M
+

=
= = =∑ L L  

由此得到的 θ̂ 、â 、d̂ 就可作为θ,a,d 的估计值。

实践中, M 可取为 10000, 而 M1 可取为 1000。 

5  研究展望 

毋庸置疑, MIRT 将是 IRT 发展的一个主要方

向之一。但是, 相比之下, MIRT 还处于早期发展阶

段。特别是 MIRT 下的多级评分模型, 由于模型本

身的复杂性, 无论从理论还是技术方面都是一个难

题。作为使用最多的多级模型, GRM 在多维场合下

还有很多问题需要解决。 
第一, 关于 MGRM 的项目信息函数方面的研

究。由于在 MGRM 中涉及到了方向向量, 这样, 在

项目参数已知的条件下, 项目信息量的大小是方向

向量和能力参数向量的函数。因此, 最大信息量以

及基于最大信息量的 CAT 选题策略的问题是需要

研究的问题。另外, 在固定方向向量之后, 项目难

度参数与能力参数的匹配模式如何影响项目信息

量的大小？关于单维 GRM 下的相关研究(戴海崎, 
陈德枝, 丁树良, 邓太萍, 2006; 陈平, 丁树良, 林

海菁, 周婕, 2006; 罗照盛等, 2008)是否可以推广

或借鉴到 MGRM 中来？这都是有待研究的。 
第二, 关于参数估计以及相应参数估计软件开发方

面的研究。国外对 MIRT 的大多数研究都集中在二

级记分上, 已开发的多种 MIRT 的参数估计软件, 
如 ConQuest (Wu, Adams, & Wilson, 1997) 、

NOHARM (Fraser, 1998) 、 TESTFACT (Bock & 
Schilling, 2003)和 BMIRT (Yao, 2003), 也都只适应

于二级记分的 MIRT 模型。因此, 把已有的单维

GRM 的参数估计方法(如罗照盛, 漆书青, 戴海琦, 
丁树良, 2003)移植到 MGRM 中并编制相应的计算

机程序是十分有意义的。 
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Multidimensional Grade Response Model  

DU Wen-Jiu; XIAO Han-Min 

(School of Mathematics and Statistics, Southwest University, Chongqing 400715, China) 

Abstract 

Multidimensional Item Response Theory (MIRT), which is based on factor analysis and unidimensional 
Item Response Theory (IRT), is one of a new development trend of IRT. It’s a fact that MIRT is in an 
early-developing stage and most studies are mainly concentrated on MIRT models for items with two score 
categories. With respect to polytomous MIRT models, it’s until 1993 that Muraki and Carlson produced a 
generalization of unidimensional Grade Response Model (GRM) and it uses response functions that have the 
normal ogive form. Some other models such as multidimensional Generalized Partial Credit Model (MGPCM) 
and Continuous Response Model (MCRM) are even developed in recent years (Yao & Schwarz, 2006; Ferrando, 
2009). 

In the paper, a form of logistic Multidimensional Graded Response Model (MGRM) is firstly presented. 
The graphics, which are plotted by Matlab 2007, and properties for a special case of two-dimensional GRM are 
demonstrated. Then, base on the definition of item information for a dichotomous MIRT models, the item 
information function for MGRM is derived and item information for a case of two-dimensional GRM discussed. 
Moreover, the main ideas of Joint Maximum Likelihood Estimation (JML) and Markov Chain Monte Carlo 
(MCMC) methods to estimate MGRM parameters are stated. Finally, some significant further researches, which 
include research of item and test information, developing parameter estimate program for MGRM, are illustrated 
in the paper. 

Key words  MIRT; MGRM; item information function; parameter estimate 


