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多阶段混合增长模型的影响因素：距离与形态* 
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摘  要  通过模拟研究, 考察潜类别距离和发展形态等因素对多阶段混合增长模型的模型选择和参数估计

的影响：(1)潜类别距离越大, 模型选择和分类效果越好。(2)混合模型的选择, 应以一定样本量(至少 200)为
前提, 首先考虑 BIC 选出正确的分类模型, 再通过熵值、ARI 等选择分类确定性较高的模型。(3)多阶段的

发展形态对正确模型的选择和分类的确定性均有一定程度影响。(4)潜类别距离和样本量越大, 参数估计精

度越高。(5)在判断分类准确性的指标中, ARI 的选择更偏向于真实的模型。 
关键词  多阶段混合增长模型(PGMM); 潜类别增长分析(LCGA); 潜类别距离(SMD); 发展形态 
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1  引言 

纵向研究(Longitudinal analysis)对于个体发展

规律的描述、解释、预测都有重要的意义,是对个体

或群体特质长时间观察多次记录的研究范式。与横

断研究相比, 追踪研究更耗时、费用不菲, 但是它

可以对变量之间的因果关系做出合理的假设, 也可

以就某一现象随时间的变化规律进行分析。 
1.1  多阶段混合增长模型概要 

在纵向研究中, 研究者可以用潜变量增长模型

(Latent growth modeling, LGM)来描述群体的发展

趋势以及个体差异。该模型假设观测群体同质和发

展趋势连续。如果存在发展趋势不同质的多个群体, 
也就是存在潜类别、未观测到的异质性(unobserved 
heterogeneous), 抑或发展趋势不连续(不能用一个

连续函数表达), 即存在多个发展阶段 , 这时一般

的 LGM 不再适用。多阶段混合增长模型(Piecewise 
growth mixture modeling, PGMM) (Li, Duncan, 
Duncan, & Hops, 2001)是可以同时解决这两个问题

的一种分析方法(图 1)。 

 
 

图 1  多阶段混合增长模型(PGMM)示意图 
 
在图 1 中, 假设有 6 次观测, 存在两个潜在类

别(c1 和 c2), 每个类别都有两个发展阶段, 转折点

在时间点 t3 处。一个 PGMM 模型可以如下定义： 

 ( ) ( ) ( ) ( )= +k k k k
i i iy Λ η ε  (1) 

 ( ) ( ) ( )= +k k k
i iηη μ ζ  (2) 

在方程 1 和方程 2 中, ( )k
iy 表示第 k 类被试 i

的观测值(6×1 向量), ( )k
iη 表示第 k 类被试 i 的潜在

增长因子(这里潜在增长因子分别为截距、斜率 1
和斜率 2, 故为 3×1 向量), ( )kΛ 是描述第 k 类增长
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模式的因子系数(6×3 矩阵), ( )k
ημ 表示第 k 类潜在增

长因子的均值(3×1 向量)。随机部分 ( )k
iε 表示第 k 类

被试 i 的测量误差(6×1 向量), 对应的协方差矩阵为

Θ(k)
, 

( )k
iζ 表示第 k 类被试 i 潜在增长因子的残差

(3×1 向量), 即第 k 类别中个体间的差异, 对应的协

方差矩阵为Ψ(k)。 

特别地, 在 PGMM 中, 研究者通过 ( )kΛ 来定义

发展阶段。假设 t3 是增长变化的转折点, 截距的载

荷都固定为 1; t1 到 t3 的增长率为斜率 1, 故 t3 之后

的载荷设定为相等, 即 0, 1, 2, 2, 2, 2, 这时斜率 1
就作用于 t1 到 t3 的阶段; t3 到 t6 的增长率为斜率 2, 
故 t3 之前的载荷设定为相等, 即 2, 2, 2, 3, 4, 5, 这

时斜率 2 就作用于 t3 到 t6 的阶段。二者的叠加就构

成了 PGMM 模型特殊的定义时间的方式(公式 3)。 

 ( )

1 0 2
1 1 2
1 2 2

=
1 2 3
1 2 4
1 2 5

kΛ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3) 

在实际应用中, 研究者一般还会使用更为简单

的 潜 类 别 增 长 分 析 (Latent class growth analysis, 
LCGA) (Nagin, 1999), 或者也叫做潜类别增长模型

(Latent class growth modeling, LCGM)探讨存在不

同发展潜在类别的问题。它同 PGMM 最主要的区

别在于是否允许同一类别内的个体间存在变异。

PGMM 允许同类内的个体间存在变异, 可以通过

估计随机部分 ( )k
iζ 来描述之; 而 LCGA 假设更为严

格, 它要求类别内不存在个体差异, 即 ( )k
iζ 被限定

为零。 
1.2  多阶段混合增长模型的参数估计和应用 

PGMM 是 混 合 增 长 模 型 (Growth mixture 
modeling, GMM) (B. Muthén & Asparouhov, 2007; B. 
Muthén et al., 2002)和多阶段增长模型(Piecewise 
growth modeling, PGM) (Duncan, Strycker, & Duncan, 
1999; Raudenbush & Bryk, 2002)的综合模型。在参

数估计上, PGMM 会受到两种模型参数估计各自问

题的影响。在 PGM 中, 斜率的变化影响到模型的

参数估计精度、检验力和第一类错误率, 斜率变化

越大, 对于模型选择的影响也越大(刘源, 赵骞, 刘

红云, 2013)。而 GMM 中, 潜在类别、测量信度等

也会对模型估计精度产生影响, 潜类别距离影响分

类的准确性：距离越近, 其分类结果越差(Tolvanen, 
2007)。此外, Steinley 和 Brusco (2011a, 2011b, 2011c)

还比较了聚类分析(K-means Clustering)和混合模型

(Mixture Model)在潜在分类上的差异, 并探讨了潜

类别间的重叠性对分类结果的影响。 
在实际应用中, PGM 用于解决发展阶段不连续

的问题, 对于发展速度的突变, 可以通过定义不同

阶段的时间函数来描述; GMM 用于解决发展趋势

不同质的问题, 对发展群体的潜在类别进行估计; 
而 PGMM 可以同时解决发展趋势具有转折点和总

体不同质的问题, 在能力发展、临床、社会行为等研

究领域应用广泛(Kamata, Nese, Patarapichayatham, & 
Lai, 2012; Li et al., 2001; McAuley et al., 2011; B. 
Muthén & Brown, 2009; Uher et al., 2010)。Li 等人

(2001)采用 PGMM 来研究青少年酗酒行为的发展

形态, 他们定义了两个潜在类别, 两个类别的转折

点不同(分别在三年级和四年级), 该研究为 PGMM
的适用性提供了实践证据。B. Muthén 和 Brown 
(2009)将 PGMM 应用到安慰剂的研究中。他们发现, 
安慰剂组在用药之后 , 患者的病情都出现了缓解

(转折); 并且在安慰剂组内发现了两类群体：反应

组的趋势有明显的下降, 而非反应组这种趋势相对

较弱。由此可以诊断出哪些被试在服用安慰剂后表

现出了药物反应。 
LCGA 是限定潜类别内增长因子方差为零的

PGMM, 故可以看成是 PGMM 的一个特例。一般

地, LCGA 假设观测变量是类别变量, 但是由于统

计软件(如 Mplus)的发展, LCGA 放宽了观测变量为

类别变量的假设, 只需限定 PGMM 随机变异为零

就 可 实 现 LCGA 的 定 义 (L. Muthén & Muthén, 
2010)。此外, LCGA 的最大优点是估计简单, 通常

将 LCGA 得到的估计值作为 PGMM 估计的初始值

(Jung & Wickrama, 2008)。由于 LCGA 是一个简化

模型, 不考虑类别内的个体差异, 分类精度比较高, 
所以得到很多研究者的青睐, 尤其在青少年犯罪、

酗 酒 等 行 为 研 究 (Delucchi, Matzger, & Weisner, 
2004; Nagin & Land, 1993)和发展领域  (Luyckx, 
Schwartz, Goossens, Soenens, & Beyers, 2008)当中

应用广泛。 
具体应用中, 研究者一般都采用探索性的方法

对实际数据进行潜在类的分析(Feldman, Masyn, & 
Conger, 2009; B. Muthén & Asparouhov, 2007; 
Reinecke & Seddig, 2011), 即同时使用 PGMM 和

LCGA 对数据进行拟合, 并且从 1 个类别开始, 逐

步增加类别 , 以“数据说话”代替繁琐的理论辩解 , 
通过鉴定指标来判断最终模型应该取多少个类别
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(B. Muthén, Muthén, & Asparouhov, 2012)。大多数

研 究 者 偏 向 使 用 BIC (Bayesian information 
criterion), LRT (Likelihood ratio test) 以 及 熵 值

(entropy)来判断类别的拟合情况和模型的分类情况

(Celeux & Soromenho, 1996; Feldman et al., 2009; 
Nagin, 1999; Nylund, Asparouhov, & Muthén, 
2007)。然而在实际应用中, 强调类别的实际意义也

是研究者应该重点考察和关心的问题(B. Muthén et 
al., 2012; Vermunt, 2010)。 

2  研究目的 

在实际研究中, 研究者可以将 LCGA 看成混合

模型的一种特殊的定义方式, 即不考虑 PGMM 中

的个体差异。所以, 尽管二者可以看成是同一种模

型, 但是限定的参数个数不同, 其估计结果也会有

一定差异。其实, 类别判定的准确性与选择使用的

模型有很大关系, LCGA 与 PGMM 的前提假设不同, 
它们可能适用于不同类型的纵向数据。这两种定义

方式在整体拟合、参数估计上是否相差甚远, 什么

情况下可以简化模型, 类别距离和发展形态对这两

种定义适用性的影响有多大, 目前尚缺乏相关研究

的佐证。 
另外, 由于 PGMM 的引入基于 GMM 和 PGM, 

所以 GMM 与 PGM 的影响因素也会对 PGMM 的估

计造成影响, 这一问题目前也没有进一步的研究。 
最重要的 , 由于多阶段模型的特殊性 , 对于

PGMM 的定义会变得更为复杂。PGMM 中, 由于

存在阶段性, 斜率会被叠加, 对于相同的潜在距离, 
也会有不同的斜率组合。不同的发展形态(即不同

的斜率参数组合)对 PGMM 估计结果的影响尚不清

楚。所以, 为了讨论上述的问题, 本研究考虑采用

模拟数据的方法, 使用软件 Mplus 6.0 (L. Muthén 
& Muthén, 2010), 探索在何种条件下, PGMM 和其

简化模型可以得到相似的结果, 以及潜类别距离和

发展形态等因素对模型参数估计的影响, 并尝试给

出一般性的建议, 怎样选择适当的模型。 

3  研究方法 
3.1  模型定义 

采用 Mplus 6.0 中 Monte Carlo 模块模拟生成数

据。模型定义了两个潜在类别的两阶段模型, 共 6 
 

次观测(y1-y6), 转折点在 y3 处。本研究中限定两个

类别的Λ、Θ 和 Ψ 相等, 即Λ(1) = Λ(2) = Λ, Θ(1) = Θ(2) 
= Θ, Ψ(1) = Ψ(2) = Ψ, 但是在潜变量增长因子参数

上存在差异, 即 μη(1)≠μη(2)。 
6 次测量误差矩阵 Θ 满足均值为 0, 方差都为

0.2 (公式 4, Θ 服从于均值为 0, 方差为对角矩阵的

多元正态分布), 潜变量残差协方差矩阵 Ψ 设定为

对角矩阵, 截距和两阶段斜率的方差分别为 1, 0.5, 
0.2 (公式 5, Ψ 服从于均值为 0, 方差为对角矩阵的

多元正态分布)。两个类别所占样本量的比率相同, 
每种模拟条件下重复次数(R)为 500 次。 

 [ ]( )~ 0, 0.2,0.2,0.2,0.2,0.2,0.2N diagΘ  (4) 

 [ ]( )~ 0, 1,0.5,0.2N diagΨ  (5) 

3.2  模拟设计 
(1)潜在距离 
一般地 , 研究者使用马氏距离平方根(Square 

root of the Mahalanobis distance, SMD)作为潜类别

距离的指标, 其计算公式如下： 

( ) ( )(1) (2) 1 (1) (2)SMD SMD( )
T

η η η ηη μ μ Ψ μ μ−= = − −  (6) 

其中 ( )k
ημ (k = 1,2)为潜变量向量的均值。本研究

中分别取 SMD 的值为 1.5, 3 和 5, 代表类之间的距

离小、中和大三个水平。 

(2)发展形态 
针对多阶段模型(本研究考虑两阶段), 不同类

别在不同阶段的发展趋势会导致类别的发展形态

不同。由于鲜有人涉足多阶段的形态问题, 这里参

考 Tolvanen (2007)在线性模型下的形态设定, 根据

多阶段的特点, 定义如下 4 种发展形态(见图 2)： 
①平行形态：初始状态存在差异, 但是两阶段

的斜率均相同;  
②非平行形态 a：初始状态存在差异, 第一阶段

斜率相同, 第二阶段斜率不同;  
③非平行形态 b：初始状态存在差异, 第一阶段

斜率不同, 第二阶段斜率相同;  
④非平行形态 c：初始状态存在差异, 两阶段斜

率也均不同。 
针对每种 SMD 的取值, 在上述 4 种形态下分

别定义潜变量均值(斜率和截距)的真值(如表 1), 再

根据模型和参数真值生成数据。 
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图 2  模拟研究中 4 种不同 PGMM 形态(示 SMD = 3) 
 

表 1  不同形态下潜变量均值的真值 

  SMD = 5  SMD = 3  SMD = 1.5 

发展形态 参数 c1 c2  c1 c2  c1 c2 

① 截距 0.00 5.00  0.00 3.00  0.00 1.50 

 斜率 1 1.00 1.00  1.00 1.00  1.00 1.00 

 斜率 2 0.80 0.80  0.80 0.80  0.80 0.80 

② 截距 0.00 1.00  0.00 1.00  0.00 1.00 

 斜率 1 1.00 1.00  1.00 1.00  1.00 1.00 

 斜率 2 0.80 2.99  0.80 2.07  0.80 1.30 

③ 截距 0.00 1.00  0.00 1.00  0.00 1.00 

 斜率 1 1.00 4.46  1.00 3.00  1.00 1.79 

 斜率 2 0.80 0.80  0.80 0.80  0.80 0.80 

④ 截距 0.00 1.00  0.00 1.00  0.00 1.00 

 斜率 1 1.00 2.41  1.00 2.23  1.00 1.73 

 斜率 2 0.60 2.60  0.60 1.60  0.60 0.80 

 
根据上述条件, 可以根据公式 7 计算出对应的

观测变量的距离 SMD (y) (表 2 列出了给定 SMD 对

应的 SMD (y)值)。 

 ( ) ( )(1) (2) 1 (1) (2)SMD( )=
T

y y y yy μ μ Σ μ μ−− −  (7) 

其中, ( )k
yμ (k = 1,2)表示观测向量的均值, Σ 表

示潜变量协方差矩阵 Ψ 对应的观测变量协方差矩

阵, 它和 Ψ 关系满足： 

 ( ) ( )

= +

=

T

k k
y η

Σ ΛΨΛ Θ

μ Λμ
 (8) 

(3)样本量 
根据前人的研究(Zhang & Willson, 2006), 建

议增长模型的最小样本量不低于 50。考虑到潜在类

别, 本研究的总样本量取 100、200 和 500 三个水平, 

分别作为小样本、中等样本和大样本, 两个潜在类

别的样本量相等。 
 

表 2  四种形态下潜变量距离 SMD对应的观测变量距离

SMD (y)  

发展形态 SMD = 5 SMD = 3 SMD = 1.5 

① 4.47 2.68 1.34 

② 4.74 2.87 1.45 

③ 4.68 2.82 1.40 

④ 4.89 2.98 1.46 
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3.3  考察指标 
(1)潜类别模型比较 
按照 Nylund 等人(2007)提出的关于混合模型

的检验方法, 首先对模型选择进行比较。参考的指

标包含以下几种： 
a. 模型整体拟合。采用 BIC 指标作为整体拟

合的检验。L 为似然函数值, lnL 表示求似然函数值

的自然对数, P 为参数个数, N 为样本量。BIC 的计

算公式如下： 

 ( )BIC 2ln lnL P N= − +  (9) 

b. 熵值(entropy)。熵值是一个概率值, 与分到

最可能的类别的后验概率相似, 它描述了正确分类

概率的情况。其取值范围为 0~1, 0 表示分到每个类

别的后验概率相同, 1 则表示分到某一个特点类别

的 后 验 概 率 为 1(Celeux & Soromenho, 1996; 
Feldman et al., 2009; Nagin, 1999)。熵值越大表示正

确分类的确定性越高。公式 10 中, ikp̂ 表示估计的

被试 i 被分到类别 k 中的后验概率, K 为类别个数。 

 ( )
1 1

ˆ ˆentropy ln
K n

k ik ik
k i

p p
= =

= ∑∑  (10) 

c. 总命中率。总命中率从分类个数出发, 通过

频次统计来描述分类结果和实际数据之间的差异。

根据信号检测论的原理, 计算出包含命中率和正确

拒绝率的总命中率。 
d. ARI (Adjusted Rand index)。根据许多学者的

讨 论 (Steinley, 2004; Steinley & Brusco, 2011a, 
2011b; Vermunt, 2011), ARI 可以考察分出的类别是

否能返回到原有的类别, 定义为： 
ARI =

 2 2 2 2

1
2 2 2 2 22
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 (11) 

其中, 
2
N⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

表示在 N 里面选出 2 个的组合数量, 

即
( 1)

2
N N −

。 k T∈ 表示被分类的个体 k 原有的类

别, k U∈ 表示被分类后个体 k 属于的类别。本研究

中使用 R 软件中的 clues 程序包计算 ARI 值(使用

Rand 结果)。 

(2)参数估计精度 
在选定了正确模型的基础上, 进一步比较参数

估计精度, 分别从偏差(bias)、误差均方根(RMSE)

和 95%置信区间覆盖比率(CP)三个方面进行解释。

其计算方法分别如下： 

 ( )
1

1 ˆbias=
R

pr p
rR

τ τ
=

−∑  (12) 

 ( )2
1

1 ˆRMSE=
R

pr p
rR

τ τ
=

−∑  (13) 

 ( )95
1

1 ˆCP= CI
R

pr
rR

τ
=
∑  (14) 

其中, R 表示重复总次数(R = 500), r 为重复次

数(r = 1, 2, …, R)。 ˆprτ 为第 r 次运算参数 p 的估计

值, pτ 为参数 p 的真值(见表 1), ˆ prσ 为第 r 次运算

参数 p 的估计标准误, 满足： 

 
( ) ( )
( )

95

95

ˆ ˆ ˆ1.96 CI =1

ˆCI =0

pr p pr pr

pr

τ τ σ τ

τ

∈ ±如果 ，那么

否则
 (15) 

3.4  补充设计 
当混合增长模型中存在三类及其以上的潜类

别时, 在同一个模型中, 类别与类别之间的距离的

大小存在差异(如第一类与第二类、第二类与第三

类距离较小, 而第一类和第三类距离较大), 此时, 
分析结果及其所受距离和发展模式的影响是否与

两个潜在类别分析的结论一致？为了验证结论的

可推广性, 增加了一个补充设计。 
对于有 3 个类别的情况, 设定 c1 和 c2 之间距

离 SMD = 3, c2 和 c3 之间距离 SMD = 3, 故 c1 和

c3 之间的距离 SMD = 6。考虑发展形态完全平行形

态和完全不平行形态两种情况。3 个类别的潜变量

参数设定见表 3。 
 

表 3  三类别潜变量均值的真值 

平行  不平行 
参数 

c1 c2 c3  c1 c2 c3 

截距 0.00 3.00 6.00  0.00 1.00 2.00

斜率 1 1.00 1.00 1.00  1.00 2.23 3.77

斜率 2 0.80 0.80 0.80  0.60 1.60 2.40

 
每个类别样本量为 100, 共计 N = 300, 其余条

件与之前的研究相同。 
3.5  分析方法 

本研究针对上文定义生成的模拟数据, 采用 6
个观测变量、第三次测量为转折点的多阶段形式的

模型 , 分别使用含有方差部分的 PGMM 和简化的

LCGA (即公式 5 中设定为零矩阵)两种不同定义 , 
比较两种定义下模型的差异。用 Mplus 6.0 进行

分析。  
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4  研究结果 
4.1  潜类别模型比较和选择 
4.1.1  距离对分类个数的影响 

对于 PGMM 中潜类别个数的确定, 一般认为

是一个探索性过程, 在此要求研究者逐步增加类别

个数来观察整体拟合的变化, 以确定最佳类别的选

择。所以, 基于模型整体拟合和分类结果(熵值), 分

别对 1 个类别到 3 个类别的模型进行比较。同时, 因

为 LCGA 简化了模型的复杂程度, 只关注于类别而

不探究其类别内的变异, 实际应用中研究者常常将

LCGA 与 PGMM 进行比较, 以下也给出了 LCGA
得到的结果。 

不同类别数目的 PGMM 结果(表 4)表明, 在

SMD 为 5 时, 2 类别模型的 BIC 选择概率最高。但

是在 SMD 为 3 时, 样本量对 BIC 的选择有影响：

样本量在 200 或以上的 2 类别 BIC 被选择的概率最 

高。但是在 SMD = 1.5 时, 一个类别的 BIC 显示为

最佳, 说明该情况下模型倾向于不分类。 
简化模型 LCGA 与 PGMM 的比较结果(表 5)

表明, 在所有的模拟条件下, LCGA 比 PGMM 整体

拟合(BIC)差。但是, 从熵值看出, 总的来讲, LCGA
比 PGMM 高。SMD = 5 时 PGMM 结果良好(>0.9), 
但是在 SMD = 3 时, 其熵值均分布在 0.6~0.8; 当

SMD 减小到 1.5 时, 熵值下降到 0.4~0.7。说明潜在

距离的大小对 PGMM 分类确定性的影响很大。而

LCGA 始终保持在 0.88 以上。一般认为, 正确分类

需 要 达 到 80% 才 被 认 为 良 好 分 类 (Celeux & 
Soromenho, 1996), 但从模拟研究来看 , 该标准并

没有达到。说明潜在类别距离对分类确定性的影响

很大, 熵值在距离较小的时候偏向了 LCGA。 
对于发展形态, 整体拟合几乎不受其影响(表

4), 而熵值受形态影响较大(表 5)。首先, LCGA 的 
 

表 4  PGMM 不同类别模型的整体拟合 BIC 的选择概率(%) 

   *①     ②   ③    ④  

潜在距离 样本量 c = 1 c = 2 c = 3  c = 1 c = 2 c = 3 c = 1 c = 2 c = 3  c = 1 c = 2 c = 3

SMD = 5 N = 100 1 99 0  0 99 1 0 99 1  0 99 1 

 N = 200 0 100 0  0 100 0 0 100 0  0 100 0 

 N = 500 0 100 0  0 100 0 0 100 0  0 100 0 

SMD = 3 N = 100 82 18 0  68 31 0 68 32 0  60 40 0 

 N = 200 58 42 0  28 58 13 42 58 0  20 80 0 

 N = 500 5 95 0  0 100 0 0 86 14  0 100 0 

SMD = 1.5 N = 100 99 1 0  99 1 0 99 1 0  98 2 0 

 N = 200 100 0 0  99 1 0 100 0 0  100 0 0 

 N = 500 79 0 21  100 0 0 100 0 0  100 0 0 

*注：①、②、③和④分别表示 4 种形态：平行形态、非平行形态 a~c, 下同。 
 

表 5  PGMM 与 LCGA (C = 2)模型选择比较(BIC 和熵) 

  SMD = 5 SMD = 3 SMD = 1.5 

 样本量 ① ② ③ ④ ① ② ③ ④ ① ② ③ ④ 

BIC              
PGMM N = 100 1713 1715 1715 1716 1676 1683 1680 1686 1616 1622 1619 1621

 N = 200 3377 3381 3380 3382 3303 3316 3312 3323 3185 3195 3190 3196
 N = 500 8340 8350 8347 8354 8156 8188 8179 8205 7863 7888 7878 7890

LCGA N = 100 2619 2695 2665 2719 2451 2569 2523 2625 2301 2376 2349 2389
 N = 200 5211 5359 5302 5408 4878 5112 5022 5222 4580 4728 4674 4756
 N = 500 12961 13331 13189 13452 12131 12714 12489 12987 11389 11757 11624 11827

熵              
PGMM N = 100 0.94 0.97 0.99 0.98 0.64 0.82 0.77 0.77 0.58 0.61 0.61 0.62 

 N = 200 0.92 0.95 0.97 0.96 0.70 0.63 0.81 0.66 0.54 0.71 0.58 0.55 
 N = 500 0.93 0.96 0.97 0.97 0.71 0.76 0.77 0.76 0.49 0.48 0.47 0.48 

LCGA N = 100 0.95 0.99 0.98 1.00 0.94 0.94 0.94 0.97 0.96 0.93 0.94 0.93 
 N = 200 0.94 0.99 0.97 1.00 0.90 0.93 0.91 0.97 0.90 0.88 0.89 0.89 
 N = 500 0.96 0.98 0.97 0.99 0.94 0.95 0.95 0.97 0.92 0.93 0.92 0.94 
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熵 值 不 受 形 态 影 响 , 保 持 在 0.88 以 上 ; 其 次 , 
PGMM 在距离较大的时候不受其影响, 而在距离

小时(SMD = 1.5)受到形态影响较大, 平行形态( )①

的熵值普遍低于其他非平行形态( ~ )② ④ 。 
4.1.2  分类准确性的判定 

对于混合模型, 分类的准确性是评价模型结果

的很重要的指标, 下面从总命中率和 ARI 的角度对

比较模型所分类别与真实类别的一致性, 表 6 呈现

了正确的两类别 PGMM 和简化的两类别 LCGA 的

总命中率和 ARI 的结果。  
从表 6 的结果可知, 总命中率和 ARI 有着较高

的相关：对于 PGMM, ARI 与总命中率的相关为

0.988, LCGA 为 0.790。从总命中率来看, 其趋势和

熵值较为接近。总命中率随着潜在距离的增大而增高, 
SMD = 3 或更大时, 其总命中率在 80%以上; 而在

SMD = 1.5 的情况下, 总命中率均在 70%左右。 
对 ARI 的考察发现, 在 SMD = 5 的时候, 两种

模型的 ARI 结果良好, 并且可以看出 PGMM 优于

LCGA; SMD = 3 的时候, 整体在 0.8 左右波动, 但

是当 SMD = 1.5 的时候, 其结果几乎都集中在 0.6
或以下。并且, 在距离较小时, PGMM 与 LCGA 的

判断并没有给出明显的偏向, 两种模型的选择概率

相当。由此可知, 当潜类别距离较大时, 分类结果

的返回效果很好, 特别是 SMD≥3 的时候, 而且样

本量越大, 返回效果越好。但是整体而言, ARI 的选

择, 特别是对于 SMD = 1.5 的时候, 并未像熵值或

总命中率一样明显偏向 LCGA。 

对于发展形态对分类确定性的影响, 和前文提

到的熵值类似。不论 PGMM 或 LCGA, 平行形态下

的总命中率和 ARI 均明显地低于其他非平行形态

的趋势。 
4.2  参数估计精度 
4.2.1  PGMM 参数估计精度 

参数估计偏差和 RMSE 的结果相类似, 故在此

仅列出 RMSE 的部分结果(图 3)。对于 PGMM, 总

体 而 言 , 不 同 潜 类 别 距 离 (SMD) 也 影 响 RMSE, 
SMD 越大, RMSE 越小, 说明随着潜类别距离的增

大, 估计精度变高。在同一 SMD 的不同类别形态

中, 相差并不大。此外, 随着样本量的增大, RMSE
的值减小, 说明估计精度随样本量的增加而增高。 

95%CP 结果如图 4。总体而言, SMD 较大(SMD 
= 3 和 5)时, CP 覆盖比率都在 90%以上。但是在

SMD = 1.5 时, CP 明显比其他情况差, 且 4 种形态

之间也有差别：平行形态的 CP 高于其他非平行形

态, 但是这种情况在 SMD 较大时并没有出现。此

外, 随着样本量的增大, CP 也增大。 
4.2.2  PGMM 与 LCGA 参数估计精度比较 

特别地, 鉴于 LCGA 分类结果良好, 但研究者

并不能判定其分类与真值之间的差别。故进一步对

其进行参数精度的探讨。从表 7 可知, LCGA 的

RMSE 结果都不如 PGMM 稳健, 受到形态影响很

大。特别地, 在 SMD = 3 或 1.5 的情况下, 发展形

态影响 LCGA 参数估计, 而距离大的时候参数估计

比较好。进一步地, 当两类潜变量真值相同或相近 
 

表 6  PGMM 与 LCGA (C = 2)分类结果比较(总命中率和 ARI) 

  SMD = 5 SMD = 3 SMD = 1.5 

 样本量 ① ② ③ ④ ① ② ③ ④ ① ② ③ ④ 

总命中率              

PGMM N = 100 0.99 0.99 0.99 0.99 0.85 0.89 0.83 0.92 0.59 0.65 0.67 0.68

 N = 200 0.99 0.99 0.99 0.99 0.89 0.91 0.88 0.93 0.59 0.67 0.68 0.70

 N = 500 0.99 0.99 0.99 0.99 0.91 0.92 0.92 0.93 0.60 0.73 0.72 0.73

LCGA N = 100 0.91 0.97 0.95 0.99 0.78 0.88 0.84 0.93 0.65 0.73 0.71 0.75

 N = 200 0.91 0.97 0.95 0.99 0.78 0.89 0.85 0.93 0.65 0.73 0.71 0.75

 N = 500 0.91 0.99 0.95 0.99 0.78 0.89 0.85 0.89 0.65 0.73 0.71 0.75

ARI              

PGMM N = 100 0.97 0.98 0.98 0.98 0.79 0.81 0.79 0.86 0.53 0.56 0.57 0.58

 N = 200 0.97 0.97 0.98 0.99 0.82 0.84 0.83 0.87 0.53 0.57 0.58 0.59

 N = 500 0.98 0.98 0.98 0.95 0.84 0.86 0.85 0.87 0.54 0.61 0.60 0.61

LCGA N = 100 0.83 0.95 0.90 0.98 0.66 0.79 0.74 0.86 0.54 0.61 0.59 0.63

 N = 200 0.84 0.95 0.90 0.98 0.66 0.80 0.74 0.80 0.54 0.61 0.59 0.63

 N = 500 0.84 0.90 0.90 0.98 0.66 0.80 0.74 0.84 0.55 0.61 0.59 0.63
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图 3  PGMM (C = 2)估计精度(RMSE)结果示意(a 表示 SMD, b 表示样本量) 
 

 
 

图 4  PGMM (C = 2)估计精度(95%CP)结果示意(a 表示 SMD, b 表示样本量) 
 

表 7  PGMM 与 LCGA (C = 2)参数估计精度比较(RMSE 和 95%CP, N = 500) 

  SMD = 5 SMD = 3 SMD = 1.5 

 参数 ① ② ③ ④ ① ② ③ ④ ① ② ③ ④ 

RMSE              

PGMM 截距 0.08 0.07 0.07 0.07 0.10 0.09 0.09 0.08 0.34 0.32 0.37 0.33

 斜率 1 0.05 0.05 0.05 0.05 0.06 0.06 0.07 0.06 0.23 0.21 0.22 0.23

 斜率 2 0.03 0.03 0.03 0.03 0.04 0.04 0.04 0.04 0.14 0.14 0.14 0.14

LCGA 截距 0.30 0.08 0.09 0.07 0.36 0.12 0.12 0.10 0.16 0.12 0.12 0.13

 斜率 1 0.13 0.07 0.11 0.05 0.23 0.15 0.14 0.05 0.29 0.25 0.07 0.08

 斜率 2 0.10 0.04 0.07 0.03 0.18 0.05 0.11 0.04 0.22 0.07 0.20 0.14

95%CP              

PGMM 截距 0.95 0.96 0.96 0.96 0.95 0.95 0.96 0.96 0.83 0.78 0.76 0.78

 斜率 1 0.96 0.95 0.96 0.96 0.96 0.96 0.95 0.96 0.72 0.73 0.79 0.78

 斜率 2 0.95 0.96 0.95 0.95 0.95 0.95 0.93 0.95 0.75 0.79 0.76 0.75

LCGA 截距 0.48 0.92 0.90 0.94 0.26 0.75 0.78 0.83 0.71 0.82 0.85 0.81

 斜率 1 0.32 0.85 0.78 0.95 0.00 0.16 0.66 0.96 0.00 0.00 0.92 0.84

 斜率 2 0.14 0.91 0.53 0.94 0.00 0.90 0.25 0.94 0.00 0.67 0.00 0.03

 
时, CP 不足 50%。由此可见, 对于潜类别距离较小

的模型, 尽管 LCGA 能正确分类, 但其参数估计精

度较差, 对于不同类别形态的估计有偏。特别是两

个类别的真值相同或相近的参数, 其 95%CP 均在 0
附近, 说明其参数估计效果不高。 

4.3  三类别模型结果 
对于三类别多阶段混合增长模型的分类准确

性, 平行发展模式得到的总命中率和 ARI 的值分别

为 0.772 和 0.761, 非平行发展模式得到的总命中率

和 ARI 的值分别为 0.824 和 0.802。与前面两个类
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别的结论一致, 平行形态下的总命中率和 ARI 均低

于非平行形态的趋势。表 8 给出了三类别情况下模

型分类的结果。 
 

表 8  三类别模型两两比较的分类概率 

 判别组 

 平行  不平行 

实际组 c1 c2 c3  c1 c2 c3 

c1 0.86 0.12 0.02  0.84 0.14 0.03

c2 0.15 0.68 0.17  0.15 0.75 0.09

c3 0.00 0.08 0.77  0.01 0.04 0.88

注：对角线元素(加粗)为同一个类别的正确分类概率, 非对角线

元素为误判概率; 左下角与右上角的元素(斜体)为距离较远的

两类(SMD = 6)误判概率, 其余单元格为距离较近的两类(SMD 

= 3)误判概率。 

 
从表 8 的结果可以看出, 类别 c1 和 c3 的命中

率比类别 c2 高, 这是因为类别 c2 在中间, 与类别 1
和类别 3 的距离均为 3, 有近似相同的机会分到两

边的类别里去。类别 c1 误判为类别 c2 的概率比其

误判为类别 c3 的概率高, 类别 c3 误判为类别 c2 的

概率比其误判为类别 c1 的概率高, 说明类别间距

离越近, 误判的概率越高, 距离越远, 误判的概率

越低。这与两类别情境下得到的判断准确性与距离

关系的结论一致。 

5  讨论 

本文基于 PGMM 模型, 重点讨论了潜在类别

间的距离对模型选择和参数估计的影响; 同时, 结

合多阶段模型的特点, 首次探讨了不同发展形态对

模型参数估计的影响; 另外, 尝试使用 ARI 统计指

标验证了分类模型的效果。本研究的结果可以为实

际应用者提供一些模型选择和应用上的建议。 
5.1  两难问题：如何选择模型 

混合模型分析中, 模型选择是一个非常复杂的

问题, 很多研究者建议 BIC 是选择模型首要考虑的

指标(B. Muthén & Asparouhov, 2007; Nylund et al., 
2007; Vermunt & Magidson, 2004), 但是从本研究

结果看, 即使在模拟情景下, 仅根据 BIC 指标并不

一定能够选出正确的模型。BIC 这一指标受潜类别

距离的影响较大 , 当潜类别距离比较小时 , 根据

BIC 的结果可能并不能有效判断出总体中存在不同

发展类别的结果。本研究的结果表明, BIC 会容易

受到样本量的影响, 这一结果与 Nylund 等人(2007)
的研究结论一致。这就告诉实际应用者, 采用 BIC

指标选择模型, 应保证比较大的样本量(N≥200)。另

外 , 在 PGMM 模型中 , 对于中等的类别间距离

(SMD = 3)平行发展的模式类别, 其 BIC 指标更容

易受到小样本的影响。 
本研究的结果表明 , 在类别距离很小的时候 , 

PGMM 的分类效果较差(熵值<0.6), 其鉴别力的效

度也存在争议(Lubke, 2012)。这表明, 在允许组内

存在变异的情况下, 如果类别间距离较小, 对个体

做出类别判断的确定性很低, 根据已有的信息并不

能很好判断某个个体属于哪个类别, 这种情况在平

行形态的时候更为明显。与此相对应, 对于 PGMM
模型, 样本量越大, 熵值提示的分类结果越差, 从

这个角度而言, 熵值并不是一个十分可靠的判断标

准。但是值得注意的是, 对于简化的 LCGA 模型, 
熵值受潜类别距离和样本量的影响较小, 如果仅仅

根据熵值的大小选择模型, 那么则会更加倾向于选

择简化的模型。 
关于分类正确性的指标, 本研究除了常用的命

中率, 还对 ARI 做了一些探索。从 ARI 与总命中率

的相关系数可以看出, 对于真实模型(PGMM), 二

者之间达到了高相关; 而对于 LCGA, 尽管相关也

达到了 0.790, 但相比于真实模型, 二者的选择偏

好略有不同。结果显示 ARI 比较偏向于真实的模型, 
特别是在 SMD = 1.5 的情况下, ARI 并不像熵值或

者总命中率那样明显偏向 LCGA。其对于真实模型

的 还 原 程 度 比 其 他 的 指 数 更 高 , 在 Steinley 和

Brusco (2011b)的研究中就使用了 ARI 去判断采用

BIC 分类结果和 CH 指数分类结果的好坏。Chiang
和 Mirkin (2007)也采用 ARI 来判断各种分类指数

分类结果返还到真实类别的程度。由此可知在研究

者面临多个选择指标的时候, ARI 也是对分类指标

的考察 , 而非仅仅对数据的考察。此外 , 根据对

LCGA 参数估计精度的探讨发现, LCGA 尽管有较

高的熵值和总命中率, 但是偏差、RMSE 和覆盖区

间都较差 , 这也从另一个侧面为 ARI 指数选择

PGMM 而非 LCGA 提供了证据。总体来看, ARI 是

一个较为优良的指标, 其可以为最后模型的选择提

供更有说服力的依据。 
值得一提的是 , 本研究结果似乎单方面支持

PGMM 而非 LCGA, 这主要是由于数据生成的“真”
模型导致的, 即本研究中假设潜在类别内个体之间

存在随机变异, 而 LCGA 模型限定了潜类别内个体

间不存在变异。由于这种限制, 使得 LCGA 更加简

单, 在实际研究中, 如果潜类别内个体间的随机变
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异很小, 则可以考虑使用之。另外, LCGA 模型在实

际中还有一些特殊的应用。例如对于类别观测变量

( 二 分 变 量 、 三 分 变 量 ) 或 计 数 数 据 , 则 应 使 用

LCGA。针对非连续型数据, LCGA 可以拓广到二项

分布、泊松分布、零膨胀泊松分布 (Zero-Inflated 
Poisson distribution)等情形, 其应用价值不容忽视。

有关 LCGA 的更多应用可以参考 L. Muthén 和

Muthén (2010)的操作手册。 
综上所述, 很难根据某个单一的指标做出混合

模型类别数的正确判断。在实际应用中, 研究者需

要慎重考虑模型的选择问题。因为涉及到取舍的问

题：如果选择较好的分类结果, 研究者可能需要在

模型整体拟合上做出让步; 但是如果研究者严格按

照模型拟合来选定模型, 可能会出现分类不确定的

情况。结合模拟研究分类准确性的指标, LCGA 模

型高的熵值并不一定带来了正确的分类结果, 如潜

类别距离为 1.5 时, LCGA 的熵值在 0.9 左右, 但是

其对应的 ARI 却仅在 0.6 左右; PGMM 低的熵值对

应于差的分类结果, 高的熵值对应于好的分类结果, 
从这一角度, 正确模型的熵值与模型分类结果的准

确性更为一致。在实际应用中, 对于混合模型类别

数的选择, 首先还是应该考虑 BIC 的选择; 其次, 
对于差异不大的 BIC 值, 要更加关注不同类别理论

上的意义和解释, 应该在同时考虑模型整体拟合和

理论上不同类别意义可解释的前提下, 选择熵值高

的模型。 
5.2  潜类别距离和发展形态对模型估计结果的

影响 
不难理解, 潜类别间的距离对混合模型的类别

数和参数估计的精度都有很大的影响, 潜类别间的

距离越小, 混合模型的分类结果变差, 进而模型中

参数估计的精度也变差。与前人研究一致的是 , 
Tolvanen 建议一般在 SMD = 3 的时候, 模型就能正

确分类(Tolvanen, 2007)。从本研究的结果看来, 如

果需要正确分类, SMD≥3 是一个必要条件。同时参

数估计精度的结果也表明, 潜类别间的距离不小于

3 时, 才有可能得到相对精确的参数估计结果。 
关于形态对结果的影响, 本研究发现 PGMM

的结果不受其影响; 然而 LCGA 的一部分结果却大

相径庭, 主要体现在参数估计精度, 特别是 95%CP
极大地受到形态的影响。在 LCGA 中, 对于非平行

形态, 参数估计精度和 PGMM 相差无几; 但是对

于平行形态, 参数估计精度明显不如 PGMM。特别

地, 从 95%CP 的结果部分可知, 平行形态部分的

值都在 50%以下, 甚至有 0 出现。这说明, 对于平

行形态的 LCGA, 估计出的模型几乎完全不能找到

真实的位置在什么地方。对于这种结果的出现, 推

测和 LCGA 模型本身的限定有关。由于 LCGA 并

不考虑组内变异, 其假设一个组内的个体不存在个

体差异, 所以在 SMD = 1.5 的时候, 其图像本身就

很难辨识出两个不同的组别。特别是对于平行形态

而言, 两个组的个体交织在一起, 而且发展趋势相

同, 在这种情况下 LCGA 就很难再对其进行准确的

分类, 所以参数精度比较低。而对于非平行的发展

形态, 尽管在发展初期其交织在一起, 但是随着时

间变化, 其各自的趋势得以彰显。故对于非平行形

态, 参数可以被正确的估计。此外, 由于 LCGA 没

有考虑变异部分, 这就使得置信区间的范围也变得

特别窄, 一旦有些许分类不准确, 其覆盖区间也会

接近于 0。综上所述, 如果研究者偏向于使用 LCGA, 
那么数据本身则需要有较高的辨识度, 非平行形态

的结果较好, 但是整体而言, LCGA 的结果并没有

PGMM 的稳健。 
5.3  研究展望 

本研究首次探讨了潜类别间的距离和发展形

态对 PGMM 模型选择和参数估计的影响, 但是尚

有一些问题值得进一步探讨。 
本研究发现, 潜在距离是影响模型选择和参数

估计的重要因素, 但是潜在距离本身并不是一个单

一的指标。SMD 只是从马氏距离的角度综合考察

潜类别距离的一个指标。不难看出, 对于潜类别间

的距离, 除了潜变量因素的真值, 随机部分的方差

Ψ 也是 SMD 所考虑的部分。回归到原始数据上, 可

以用类别的重叠(overlap)来描述之。本研究中只针

对公式 5 的情况做了模拟。为了进一步探讨随机部

分方差的影响, 作为初步尝试, 我们将随机部分设

定为 [ ]( )~ 0, 0.5,0.25,0.1N diagΨ , 并在 SMD = 
5, 样本量为 500 的条件下进行模拟。从结果来看, 
如果随机部分方差变小, 模型拟合和分类结果均会

变好; 但是随机部分的变化并不影响选择正确的模

型。由此推断随机部分的大小会影响模型的整体拟

合, 但是并没有影响正确模型的选择。当然, 这只

是一个初步的探索。对于重叠的问题, 可能还有其

他的一些研究思路 (McLachlan, 2011; Steinley & 
Brusco, 2011a, 2011b, 2011c; Vermunt, 2011), 有待

更多的研究进行讨论。 
本研究虽然探讨了潜类别间距离大小对分类

准确性和参数估计结果的影响, 但是值得注意的是
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本研究的结论在实际研究中很难直接使用。虽然根

据公式 6~8, 研究者可以计算出潜变量的距离和观

测变量的距离 , 但是距离的计算更多是一个事后

的 过 程 , 对于 一 组实 际的 数 据 , 我们 并 无法 “事

先”知道这些潜在类。因此, 在实际应用中保守的

方法是先对数据进行预估计 , 从预估计的结果中

检查得到的类与类之间距离的大小 , 再根据距离

的大小评判是否该方法合适。由于马氏距离不受

到量尺变化的影响 , 所以本研究的结论可以应用

于实际数据的分析 , 帮助研究者判断类与类之间

距离的大小是否适合采用混合模型 , 分类的结果

可靠性如何。 
此外, 模型中待估参数的个数也可能会影响模

型的选择和模型估计的结果, 本研究中没有考虑模

型中待估参数个数多少的影响, 在后续研究中有必

要进一步考察模型的复杂性对混合模型分类结果

和参数估计的影响。 

6  总结与建议 
本研究基于模拟研究的范式, 对 PGMM 中潜

类别距离和发展形态对模型选择和参数估计的影

响进行探讨, 提出以下几点结论和建议。 
(1)潜类别距离影响模型选择和分类效果。潜类

别间距离较大时, BIC、熵值表现出一致性, 均能选

出正确的模型, 得到正确的分类结果; 但当潜类别

间的距离很小(SMD = 1.5), 不分类的模型能够比

分类模型更好拟合数据, 即便使用 PGMM 强行分

类, 分出来的类别也可能是错误的。 
(2)关于混合模型的选择 , 研究者应充分考虑

模型的拟合与分类结果确定性之间可能存在的相

悖关系 , 在满足一定样本量(至少 200)的前提下 , 
首先考虑 BIC 指标选出正确的分类模型, 再通过熵

值、ARI 等选择分类确定性较高的模型。 
(3)发展形态对正确模型的选择和分类的确定

性均有一定程度的影响, 潜类别间距离中等(SMD 
= 3), 样本量中等时(N = 200), 平行发展形态正确

模型选择的比例和熵值均低于非平行形态。形态的

差异对参数估计结果的影响相对较小。  
(4)模型的参数估计精度受到类别间距离和样

本量的影响, 类别间距离越大, 参数估计精度越高; 
样本量越大, 参数估计精度越高。 

(5)ARI 是一个较为优良的指标, 不仅和总命中

率高度相关, 且采用 ARI 的模型选择更偏向于真实

的模型。 
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Abstract 
The piecewise growth mixture model (PGMM) has been a very popular analytical approach in recent 

studies of longitudinal data. PGMM builds on the piecewise growth model (PGM) and the growth mixture model 
(GMM). It is used to locate the turning point of growth trajectory as well as to identify the latent class of the 
population. It is particularly useful in detecting the non-continuous growing trend in a heterogeneous population. 
A simplified version of the model, the latent class growth analysis (LCGA), has also been often used with a 
restriction on the variance of PGMM. 

Understandably, factors affecting PGM and GMM will affect the estimates and performance of PGMM. 
These factors may include the change of the slope, the distance of latent classes, and the sample size. PGMM 
being developed from the two growth-related models (PGM, GMM) also attempts to analyze the growth pattern 
in latent growth trajectory as a special and newly emerged issue. Even for models with the same distance, their 
different slopes can be combined to form different patterns. This issue has not been fully explored in previous 
literature. Yet in empirical studies, factors such as the distance of the latent classes, the growth pattern, the 
existing criteria of model fit indices, and the precision of parameter estimates are well worth examining issues.  

In the present simulation study, a two-class-two-period model was adopted. The three simulation conditions 
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being considered were: the sample size, the distance of latent class, and the pattern of the growth trajectory. The 
sample size was set to be 100, 200 and 500. The distance of the latent classes was defined as the squared 
Mahalanobis distance (SMD), with 1.5, 3 and 5 being used to represent the small, medium and large distance of 
latent classes respectively. Four different types of growth pattern were selected to represent one parallel and 
three non-parallel patterns. Finally, the LCGA was selected as the reference model to see whether PGMM could 
be further simplified or not. 

The results showed that: (1) the distance between the latent classes (SMD) was a crucial factor that 
influenced the model selection and parameter estimation. Large distance would lead to consistent BIC and 
entropy when the right models were selected; while small distance (SMD  =  1.5) would not. (2) When 
mixture modeling was taken into consideration, it was suggested that a sample size of at least 200 should be 
used. BIC index should be the preferred choice to be used for model selection; the entropy, ARI and other 
indices were also recommended to further reference. (3) The pattern of the growth trajectory would affect model 
selection; specifically, non-parallel patterns of the trajectory would help model selection (higher entropy and 
higher total hit ratio) for medium distance (SMD = 3) and medium sample size (N = 200) conditions. However, 
as compared to LCGA, the pattern of the growth trajectory had little influence on PGMM. (4) Parameter 
estimation was affected by the sample size and distance of latent classes. Parameter estimates would become 
more precise as the sample size and the distance increased. (5) ARI was a reasonably good index belonging to 
the recovery indices family. ARI was highly correlated with the total hit ratio and thus would lead to 
recommendations of models closer to the true model. 

Key words  piecewise growth mixture modeling (PGMM); latent class growth analysis (LCGA); distance of 
latent classes (SMD); pattern of the growth trajectory 
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