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基于 MCMC 三种抽样方法的概化理论 

方差分量估计准确性比较* 

黎光明 
(华南师范大学心理学院、心理应用研究中心, 广州 510631) 

摘  要  概化理论是关于行为测量可靠性的现代心理测验理论, 已被广泛应用于心理测量实践中。基于 p i 和

p i h  设计, 采用模拟研究和实证研究, 使用 MCMC 三种抽样方法(M-H 算法、Gibbs 抽样和 HMC 算法)对概化

理论方差分量进行估计, 并比较其差异。结果表明：(1)少量数据缺失对 MCMC 三种抽样方法几乎无影响, MCMC

对于缺失数据估计具有较强的稳健性; (2)整体上, 有信息先验和经验性先验较无信息先验估计准确性更高; (3)仅

HMC 算法表现出“跨设计性”, 在两种设计之下的估计准确性都较高, 但 M-H 算法和 Gibbs 抽样却受限于 2 ( )h , 

估计准确性都不高; (4)若 M-H 算法和 Gibbs 抽样需要克服 2 ( )h 估计准确性不高的局限性, 则需规定 h ≥4; 未来

研究者在使用 MCMC 方法时, HMC 算法更值得推荐。 
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1  引言 

概化理论(Generalizability Theory, GT)是在经

典测验理论基础上发展起来的, 是关于行为测量可

靠性的理论(黎光明, 秦越, 2022)。GT 能够区分出

测量过程中的多种误差来源, 并估计不同来源误差

对测量目标的影响, 已被广泛应用于心理测量的实

践中, 如划界分数设定、学业水平考试、表现性评

价、人才选拔测评等诸多方面(赵轩 等, 2018; 郑雪

琴 等, 2025; Jackson et al., 2016; Li & Wu, 2023)。 

概化理论分析包括概化研究 (Generalizability 

study, G 研究)和决策研究(Decision study, D 研究)

两个过程(杨志明, 张雷, 2003; Liao, 2023)。G 研究

的主要任务是尽可能多地挖掘测量过程中的各种

误 差 来 源 , 并 估 计 出 不 同 误 差 来 源 的 方 差 分 量

(Variance Components, VC); D 研究的主要任务是在

概化研究的基础上 , 根据实际中具体的决策需要 , 

通过调整测量过程中的各种关系来控制测量误差。

由此可见, 方差分量的估计是 GT 分析的关键步骤

(黎光明 等, 2022)。 

概化研究中方差分量的估计受到多种因素的

影响, 包括估计方法、数据分布、研究设计、样本

容量等 (黎光明 , 2016; Brennan et al., 2022; Li, 

2023)。Traditional、Bootstrap、Jackknife、MINQUE、

REML (Restricted Maximum Likelihood Estimation)

和 MCMC (Markov chain Monte Carlo)等方法都可

以用来估计方差分量(Brennan, 2001; Jackson et al., 

2016; Lopilato et al., 2015)。前人研究表明 , 将

MCMC 方法用于 GT 中估计方差分量具有以下优势

(Chen et al., 2022; Enders et al., 2013; Jiang & 

Skorupski, 2018; Lopilato et al., 2015)：一是能提高

方差分量估计的准确性, 并估计出 D 研究中概化系

数和可靠性指数的置信区间, 还可以为多元概化理

论提供协方差分量的标准误和置信区间估计值; 二
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是与其他估计方法相比, MCMC 方法不会估计出负

的方差分量; 三是 MCMC 方法具有灵活性, 理论

上能更好地处理缺失数据和小样本数据。 

但是, MCMC 方法存在多种抽样方法, 需要进

行比较。Metropolis-Hastings (M-H)算法是 MCMC

方法中的核心抽样法(黄长全, 2017)。Gibbs 抽样是

接受概率为 1 的 M-H 算法, 其简单易懂(刘金山, 

夏强, 2016)。M-H 算法和 Gibbs 抽样都属于局部更

新算法, 具有不可避免的随机游走行为; 当对复杂

模型参数估计时, 这两种算法都可能存在计算量过

大、耗费时间过长等问题, 尤其当模型参数之间存

在较强的相关关系时, 收敛效果不太理想(Hoffman 

& Gelman, 2014)。后来, 有学者提出了一种新的抽

样方法——HMC (Hamiltonian Monte Carlo)算法 , 

能够有效避免抽样过程中的随机游走行为, 提高收

敛的有效性(Neal, 2010)。有研究显示, 与 M-H 算

法和 Gibbs 抽样相比 , HMC 算法具有一些优势

(Nugroho & Morimoto, 2015)。HMC 算法除了是一

种全局更新算法, 能够有效避免随机游走行为之外, 

其接受概率较高 , 能够迅速收敛至目标后验分布 , 

还能处理高维积分的复杂模型。Lopilato 等(2015)

最早使用 HMC 算法来估计 GT 中的方差分量, 并

采用双侧面交叉设计比较了 REML 方法和 MCMC

方法的估计准确性, 但没有对 HMC 算法和其他的

MCMC 抽样方法的估计表现进行比较。目前, 对于

HMC 算法的研究主要集中于统计学方面和一些具

体 的 应 用 研 究 (Bourabee & Sanzserna, 2017; 

Chaudhuri et al., 2017; Monnahan et al., 2017; Zhang 

et al., 2017)。但是, 其存在两点不足：一是鲜有学

者将 HMC 算法迁移至复杂的带有缺失数据的 GT

分析中; 二是 MCMC 三种抽样方法应用于 GT 分析

中的性能如何？迄今为止尚未有学者进行过探讨。 

单侧面交叉设计指的是只有一个测量侧面, 测

量目标和测量侧面之间存在交叉关系的测验设计, 

即测量目标的每一个水平都要和测量侧面的每一

个水平结合的测验设计。如果测量目标是 p, 测量

侧面是 i, 那么单侧面交叉设计可用 p i 表示。双侧

面交叉设计中包含两个测量侧面, 并且每个测量侧

面的每个水平都要和测量目标的每个水平一一结

合。例如, 在九年级学生数学测试中, 每个学生都

需要完成 5 个解答题, 并且每个学生的 5 个题目都

被 3 位数学教师评价, 即每位教师都对每个学生在

每一个解答题上进行了评分。如果测量目标是 p(学

生), 两个测量侧面分别是 i(题目)和 h(教师), 那么

双侧面交叉设计可用 p i h  表示。 

本研究旨在将贝叶斯理论框架下的 MCMC 方

法应用于 GT 分析中, 并比较 M-H 算法、Gibbs 抽

样和 HMC 算法三种抽样方法, 在不同数据缺失比

例下方差分量估计的性能差异。具体而言, 本研究

基 于 GT 中 常 见 的 两 种 概 化 设 计 ( p i 设 计 和

)p i h  设计 , 通 过 模 拟 研 究 和 实 证 研 究 来 探 讨

MCMC 方法的三种抽样方法估计方差分量的准确

性, 并深度探究这三种抽样方法估计方差分量的具

体表现和使用范围, 为相应的实践提供理论指导。 

2  单侧面交叉设计( p i )模拟研究 

在单侧面交叉设计 p i 中, 分别使用 M-H 算

法、Gibbs 抽样和 HMC 算法估计每种条件下的方

差分量, 探讨三种抽样方法估计方差分量的表现及

其影响因素。 

2.1  研究设计 

参考以往关于单侧面交叉设计 p i 的设定(Mao 

et al., 2005), 将方差分量 2 ( )p 、 2 ( )i 和 2 ( )pi 的

真值分别设为 4、16、64, 模拟正态分布的数据, 样

本量固定为：p 的水平数是 100, i 的水平数是 20。

自变量设置如下： 

(1)MCMC 的三种抽样方法, 即 M-H 算法、

Gibbs 抽样和 HMC 算法。 

(2) 三 种 先 验 信 息 , 即 有 信 息 先 验 MCMC 

(MCMC with informative priors, MCMC inf)、无信

息先验 MCMC (MCMC with non-informative priors, 

MCMC non)和经验性先验 MCMC (MCMC with 

empirical priors, MCMC emp)。 

根据贝叶斯统计学中共轭先验分布的性质(黄

长全, 2017), 将先验信息的目标分布设为逆伽马分

布 (IGamma)。 参 考 前 人 研 究 对 先 验 信 息 的 设 定

(Lopilato et al., 2015; Mao et al., 2005)。表 1 呈现了

三种先验信息的具体设定情况。 

(3)三种完全随机缺失比例, 即 0%、5%和 10%。

在心理统计与测量的实践过程中常会遇到数据缺

失的情况, 根据前人研究可知, MCMC 方法能更好

地处理缺失数据(Enders et al., 2013)。因此, 参考

Lopilato 等(2015)在其 GT 中对缺失比例的设置情况, 

设定了三种完全随机缺失比例 0%、5%和 10%。 

综上所述, 模拟的条件总数为：3 种抽样方法

(M-H、Gibbs、HMC) × 3 种先验信息(MCMC inf、

MCMC non、MCMC emp) × 3 种缺失比例(0%、

5%、10%) = 27。每种条件下都模拟 1000 次, 也就 
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表 1  单侧面交叉设计 p i 的三种先验信息 

先验信息 2 ( )p  2 ( )i  2 ( )pi  

MCMC inf IGamma(2, 4) IGamma(2, 16) IGamma(2, 64) 

MCMC non IGamma(0.001, 0.001) IGamma(0.001, 0.001) IGamma(0.001, 0.001) 

MCMC emp IGamma(2, 5.95) IGamma(2, 24.07) IGamma(2, 95.97) 

 
是生成了 1000 批矩阵数据。方差分量的估计值取

1000 次估计结果的平均值。共有三个方差分量需要

估计, 即  2 p 、  2 i 和  2 pi 。 

2.2  比较标准 

比较标准选取估计偏差 (Bias)和均方 根误差

(Root Mean Square Error, RMSE)(Medvedev & 

Siegert, 2022; Medvedeva et al., 2022), 其计算公式

如下： 

 

( ˆ )
Bias

 
 

n  
(1) 

 
2ˆ( )

RMSE
n

 
 

 (2) 

在公式(1)和公式(2)中 , 


表示每次模拟统计量的

估计值, 即方差分量的估计值;  表示统计量的真

值, 即方差分量的真值; n 表示每种条件下的模拟

次数。Bias 的绝对值越小, 估计越准确。RMSE 的

值越小, 估计越准确。 

2.3  数据模拟与估计 

采用蒙特卡洛数据模拟技术, 在 R 软件中生成

1000 批正态分布的矩阵数据, 其依据的数学模型

如下： 

 pi p p i i pi piX z z z      
 

(3) 

在公式(3)中, 方差分量 2 ( )p 、 2 ( )i 和 2 ( )pi 的真

值分别设为 4、16 和 64,  为 0, 需要模拟标准正

态分布的 pz 、 iz 和 piz , 分别与 p 、 i 和 pi 相乘, 

根据公式再将 3 个乘积值相加得到模拟的数据

(Mao et al., 2005)。在此基础上, 生成了样本量为

100×20 的完整数据矩阵。然后, 根据三种不同的缺

失比例模拟出完全随机缺失下的缺失数据矩阵。 

采用 M-H 算法、Gibbs 抽样和 HMC 算法, 分

别对 p i 设计数据进行估计, 得到相应的方差分量

结果。其中, M-H 算法通过 R 软件调用 BRugs 包来

实现; Gibbs 抽样通过 R 软件调用 R2jags 包与 JAGS

软件链接实现; HMC 算法通过 R 软件调用 Rstan 包

来实现。MCMC 的每种算法都设置三条 Markov 链, 

每条链迭代 10000 次, 在刚开始迭代时生成的随机

数 不 稳 定 , 所 以 在 研 究 中 舍 弃 前 5000 次 预 热

(Burn-in)的迭代结果。 

2.4  估计结果 

对于 p i 设计, 模型通过 R 软件进行抽样, 最

终达到收敛。通过观察历史迭代图, 设定预热次数

为 5000 就能达到平稳分布。因此, 从第 5001 开始

至 10000 次, 每条 Markov 链的值都为估计值, 对三

条 Markov 链求平均, 即为每个统计的估计值。三

种缺失比例(缺失 0%/5%/10%)的 p i 设计方差分

量的估计结果如表 2 所示。 

根据表 2 的信息, 可知 M-H 算法、Gibbs 抽样

和 HMC 算法在三种先验信息条件下, 不同缺失比

例的方差分量、Bias 和 RMSE 的估计结果。考虑到

当缺失比例 0%和 5%时, 其结果与缺失比例 10%的

结果基本相同, 在此不再列出, 仅以缺失比例 10%

为例, 如图 1 所示。 

从 Bias 的结果来看, 在有信息先验条件下(图 1

中的 a 图), M-H 算法、Gibbs 抽样和 HMC 算法的

估计偏差范围为(−1, 0.4); 在经验性先验条件下(图

1 中的 c 图), 三者的估计偏差范围为(−0.2, 1); 而在

无信息先验条件下(图 1 中的 b 图), 三者的估计偏

差范围为(−0.5, 2.3)。在三种先验信息条件下, M-H

算法、Gibbs 抽样和 HMC 算法对 2 ( )p 的估计偏差

都较为接近, 但对 2 ( )i 和 2 ( )pi 的估计偏差表现

不一。在有信息先验条件下, M-H 算法对 2 ( )i 的估

计偏差接近于 0, 而 Gibbs 抽样对 2 ( )pi 的估计偏

差更接近于 0; 在经验性先验条件下, HMC 算法对
2 ( )i 的估计偏差接近于 0, 而 M-H 算法对 2 ( )pi

的估计偏差接近于 0; 在无信息先验条件下, 三种

抽样方法对 2 ( )pi 的估计偏差较为接近, 而 HMC

算法对 2 ( )i 的估计偏差更小一点。 

从 RMSE 的结果来看, M-H 算法、Gibbs 抽样

和 HMC 算法在缺失比例为 10%、三种先验信息条

件下, 估计 3 个方差分量的 RMSE 都比较接近。其

中, 2 ( )p 的 RMSE 值都接近于 1, 2 ( )pi 的 RMSE

值都接近于 2, 而 2 ( )i 的 RMSE 值在有信息先验

和经验性先验下都接近于 5, 在无信息先验条件下

更接近于 6。 
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表 2  p i 设计方差分量的估计结果(缺失 0%/5%/10%) 

先验信息 抽样方法 估计值 2 ( )p  2 ( )i  2 ( )pi  

MCMC inf 

M-H 

VC 3.797/3.815/3.743 15.664/15.727/15.868 64.059/64.121/64.167 

Bias −0.203/−0.185/−0.257 −0.336/−0.273/−0.132 0.059/0.121/0.167 

RMSE 0.938/0.980/1.029 4.679/4.966/4.937 2.072/2.167/2.270 

Gibbs 

VC 3.844/3.754/3.801 15.873/15.971/15.741 64.110/64.197/64.033 

Bias −0.156/−0.246/−0.199 −0.127/−0.029/−0.259 0.110/0.197/0.033 

RMSE 1.025/0.989/1.053 4.929/5.082/4.725 2.106/2.123/2.264 

HMC 

VC 3.625/3.694/3.683 15.156/15.112/15.199 64.124/64.095/64.173 

Bias −0.375/−0.306/−0.317 −0.844/−0.888/−0.801 0.124/0.095/0.173 

RMSE 0.991/1.021/1.083 4.735/4.741/4.719 2.160/2.196/2.250 

MCMC non 

M-H 

VC 4.015/4.014/4.003 17.664/17.683/17.835 63.966/64.156/64.175 

Bias 0.015/0.014/0.003 1.664/1.683/1.835 −0.034/0.156/0.175 

RMSE 1.068//1.068/1.086 6.023/6.219/6.321 2.047/2.162/2.189 

Gibbs 

VC 4.065/4.048/3.957 17.787/17.678/18.031 64.063/64.138/64.114 

Bias 0.065/0.048/−0.043 1.787/1.678/2.031 0.063/0.138/0.114 

RMSE 1.086/1.079/1.138 6.261/6.086/6.501 2.037/2.175/2.272 

HMC 

VC 3.897/3.813/3.763 16.390/16.909/16.758 64.111/64.074/64.190 

Bias −0.103/−0.187/−0.237 0.390/0.909/0.758 0.111/0.074/0.190 

RMSE 1.132/1.157/1.215 5.585/5.914/5.754 2.170/2.157/2.214 

MCMC emp 

M-H 

VC 3.980/3.931/3.963 16.639/16.760/16.814 64.048/64.155/64.022 

Bias −0.020/−0.069/−0.037 0.639/0.760/0.814 0.048/0.155/0.022 

RMSE 0.964/0.908/0.943 4.747/4.851/4.921 2.016/2.162/2.185 

Gibbs 

VC 3.990/3.900/3.898 16.449/16.836/16.611 64.096/64.056/64.195 

Bias −0.010/−0.100/−0.102 0.449/0.836/0.611 0.096/0.056/0.195 

RMSE 0.951/0.943/0.965 4.612/4.917/4.822 2.064/2.177/2.236 

HMC 

VC 3.836/3.818/3.853 16.053/15.814/16.032 64.111/64.111/64.182 

Bias −0.164/−0.182/−0.147 0.053/−0.186/0.032 0.111/0.111/0.182 

RMSE 0.951/0.977/0.997 4.843/4.587/4.591 2.034/2.114/2.152 

 

 
 

图 1  p i 设计方差分量的 Bias 和 RMSE 图(缺失比例 10%) 

 
总之, 在单侧面交叉设计 p i 中, M-H 算法、

Gibbs 抽样和 HMC 算法的方差分量估计准确性较

为一致。不同缺失比例下, 方差分量的估计表现差

异很小。而三种先验信息条件下对方差分量的估计
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准确性差异较小, 有信息先验和经验性先验条件下

方差分量的估计准确性相对较高一些。 

3  双 侧 面 交 叉 设 计 (   p i h )模 拟
研究 

在双侧面交叉设计 p i h  中, 分别使用 M-H

算法、Gibbs 抽样和 HMC 算法估计每种条件下的

方差分量, 探讨三种抽样方法估计方差分量的表现

及其影响因素。 

3.1  研究设计 

参考以往关于双侧面交叉设计 p i h  的设定

(王幸君 等, 2016; Tong & Brennan, 2007), 将方差

分量 2 ( )p 、 2 ( )i 、 2 ( )h 、 2 ( )pi 、 2 ( )ph 、 2 ( )ih
和 2 ( )pih 的真值分别设为 16、4、1、64、2、3 和

144, 模拟正态分布的数据, 样本量固定为：p 的水

平数是 100, i 的水平数是 20, h 的水平数是 2。根据

前人的研究(Lopilato et al., 2015), 有信息先验的设

定值为方差分量的真值 , 无信息先验的设定值为

IGamma(0.001, 0.001), 经 验 性 先 验 的 设 定 值 为

REML 方法对双侧面交叉设计中方差分量值估计

值的 1.5 倍, 如表 3 所示。 

与单侧面交叉设计 p i 设计一样, 双侧面交叉

设计 p i h  缺失比例设置为 0%、5%和 10%, 共有

27 种模拟条件。每种条件下都模拟 1000 次, 这 1000

次估计结果的平均值即为方差分量的估计值, 共有

7 个方差分量需要估计, 即 2 ( )p 、 2 ( )i 、 2 ( )h 、
2 ( )pi 、 2 ( )ph 、 2 ( )ih 和 2 ( )pih 。 

3.2  比较标准 

同公式(1)和公式(2)。 

3.3  数据模拟与估计 

在 R 软件中生成 1000 批正态分布的矩阵数据, 

其依据的数学模型如下： 

 

pi p p i i h h

pi pi ph ph ih ih pih pih

X z z z

z z z z

   

   

    

    (4) 

 

从公式(4)可知, 需要模拟正态分布的 7 个值, 即

pz 、 iz 、 hz 、 piz 、 phz 、 ihz 和 pihz , 将这 7 个值分

别 与 对 应 的 方 差 分 量 2 ( )p 、 2 ( )i 、 2 ( )h 、
2 ( )pi 、 2 ( )ph 、 2 ( )ih 、 2 ( )pih 的真值(16、4、

1、64、2、3、144)相乘再求和, 就得到了模拟的随

机数, 并生成样本量为 100×20×2 的完整数据矩

阵, 再根据三种不同的缺失比例模拟出完全随机缺

失下的缺失数据矩阵。然后, 采用 M-H 算法、Gibbs

抽样和 HMC 算法分别对 p i h  设计数据进行估计, 

得到相应的方差分量估计值。其中, M-H 算法通过

R 软件调用 BRugs 包来实现; Gibbs 抽样通过 R 软

件调用 R2OpenBUGS 与 BUGS 软件链接实现 ; 

HMC 算法通过 R 软件调用 Rstan 包来实现。每种

抽 样 方 法 都 设 置 三 条 Markov 链 , 每 条 链 迭 代

10000 次, 舍弃前 5000 次的迭代结果。 

3.4  估计结果 

3.4.1  不同缺失比例下的估计结果 

与单侧面交叉设计 p i 设计一样 ,  p i h  设

计的概化模型通过 R 软件进行抽样 , 最终达到

收 敛 。 通 过 观 察 历 史 迭 代 图 , 设 定 预 热 次 数 为

5000 就能达到平稳分布 , 因此从第 5001 开始至

10000 次, 每条 Markov 链的值都为估计值, 对三条

Markov 链 求 平 均 , 即 为 每 个 统 计 的 估 计 值 。

 p i h  设计方差分量的估计结果(缺失 0%、5%、

10%)如表 4 至表 6 所示。 

根据表 4、表 5 和表 6 的信息, 可知 M-H 算法、

Gibbs 抽样和 HMC 算法在三种先验信息条件下, 不

同缺失比例(0%、5%和 10%)的方差分量、Bias 和

RMSE 的估计结果。与单侧面交叉设计 p i 设计一

样, 仅以缺失比例 10%为例, 如图 2 所示。 

从 Bias 的结果来看, 在有信息先验条件下(图 2

中的 a 图), M-H 算法、Gibbs 抽样和 HMC 算法的

估计偏差范围为(−0.8, 1.2); 在经验性先验条件下(图

2 中的 c 图), 三者的估计偏差范围为(−0.8, 1.2);  

表 3  双侧面交叉设计 p i h  的三种先验信息 

方差分量 MCMC inf MCMC non MCMC emp 

    2 ( )p  IGamma(2, 16) IGamma(0.001, 0.001) IGamma(2, 23.76) 

    2 ( )i  IGamma(2, 4) IGamma(0.001, 0.001) IGamma(2, 6.03) 

    2 ( )h  IGamma(2, 1) IGamma(0.001, 0.001) IGamma(2, 1.53) 

    2 ( )pi  IGamma(2, 64) IGamma(0.001, 0.001) IGamma(2, 95.93) 

    2 ( )ph  IGamma(2, 2) IGamma(0.001, 0.001) IGamma(2, 3.02) 

    2 ( )ih  IGamma(2, 3) IGamma(0.001, 0.001) IGamma(2, 4.52) 

    2 ( )pih  IGamma(2, 144) IGamma(0.001, 0.001) IGamma(2, 216.14) 
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图 2   p i h 设计方差分量的 Bias 和 RMSE 图(缺失比例 10%) 
 

而在无信息先验条件下(图 2 中的 b 图), M-H 算法

和 Gibbs 抽样对 2 ( )h 的估计偏差非常大, 分别为

48.424 和 60.315, 除去这两个 Bias 值, 三种抽样方

法的估计偏差范围为(−2, 3)。有信息先验条件下, 

M-H 算法对 2 ( )p 的估计偏差最接近于 0, M-H 算

法和 Gibbs 抽样对 2 ( )i 、 2 ( )h 和 2 ( )ph 的估计偏

差比 HMC 算法略小(但相当接近), 三种方法对其

余 3 个方差分量的估计偏差接近。在经验性先验条

件下, HMC 算法对 2 ( )h 的估计偏差最接近于 0, 

M-H 算法和 Gibbs 抽样对 2 ( )p 、 2 ( )pi 、 2 ( )ph
和 2 ( )pih 的估计偏差比 HMC 算法略小(但相当接

近), 三种方法对 2 ( )i 和 2 ( )ih 的估计偏差接近。 

从 RMSE 的结果来看, 在有信息先验和经验性

先验条件下, M-H 算法、Gibbs 抽样和 HMC 算法估

计方差分量的 RMSE 都基本接近。三种抽样算法估

计 2 ( )h 、 2 ( )ph 和 2 ( )ih 的 RMSE 较小 , 估计
2 ( )p 、 2 ( )pi 和 2 ( )pih 的 RMSE 较大。在无信

息先验条件下, M-H 算法和 Gibbs 抽样对 2 ( )h 估

计的 RMSE 非常大, 分别为 94.872 和 199.282。 

总之, 除了在无信息先验条件下, M-H 算法和

Gibbs 抽样对  2 h 的估计偏差过大, 其他条件下

三种抽样方法对方差分量的估计值都在真值上下

波动, 这表明在无信息先验下仅 HMC 算法能准确

估计方差分量  2 h , 其他条件下三种抽样方法的

方差分量估计值相对比较接近, 但具体表现不一。 

3.4.2  不同 h 侧面水平数下的估计结果 

在无信息先验条件下, M-H 算法和 Gibbs 抽样

对 2 ( )h 的估计偏差过大。因此, 增加 h 侧面的水

平数, 以探究 M-H 算法和 Gibbs 抽样是否能够更为

准确估计 2 ( )h 。在无信息先验条件下, h 侧面的水

平数为 3 至 6 时, M-H 算法和 Gibbs 抽样对 2 ( )h 的

估计结果如表 7 和表 8 所示。 

表 7  M-H 算法估计 2( )σ h 的结果 

缺失比例 估计值 h = 3 h = 4 h = 5 h = 6

Missing 0%

VC 3.782 2.200 1.965 1.505

Bias 2.782 1.200 0.965 0.505

RMSE 6.219 2.598 1.987 1.343

Missing 5%

VC 8.153 2.916 1.789 1.466

Bias 7.153 1.916 0.789 0.466

RMSE 12.026 3.397 1.925 1.268

Missing 10%

VC 6.809 2.817 1.782 1.533

Bias 5.809 1.817 0.782 0.533

RMSE 9.538 3.310 1.817 1.400

  

表 8  Gibbs 抽样估计 2( )σ h 的结果 

缺失比例 估计值 h = 3 h = 4 h = 5 h = 6

Missing 0%

VC 8.136 2.965 1.853 1.637

Bias 7.136 1.965 0.853 0.637

RMSE 11.989 3.821 1.952 1.512

Missing 5%

VC 5.676 2.769 1.868 1.666

Bias 4.676 1.769 0.868 0.666

RMSE 7.781 3.332 1.888 1.543

Missing 10%

VC 6.195 2.526 1.916 1.533

Bias 5.195 1.526 0.916 0.533

RMSE 9.044 2.940 1.958 1.405

 

从表 7 和表 8 可知, 随着 h 侧面水平数的增加, 

M-H 算法和 Gibbs 抽样对 2 ( )h 的估计值越来越接

近其真值 1, Bias 值和 RMSE 值都逐渐减小。当 h

侧面的水平数为 3 时, M-H 算法和 Gibbs 抽样对
2 ( )h 的估计偏差依然相对较大。然而, 当 h 侧面

的水平数增加为 4 时, M-H 算法和 Gibbs 抽样对
2 ( )h 的估计偏差较小, 且继续增加为 5 和 6 时, 估

计偏差也未增大。h 侧面的水平数为 4~6 时, 方差

分量 Bias 值的区间范围较为稳定, 与有信息先验

和经验性先验条件下的区间范围较为接近。当 h 侧
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面的水平数增加为 4 或者更多时 , M-H 算法和

Gibbs 抽样对 2 ( )h 的估计偏差较小, 与有信息先

验和经验性先验的结果较为接近。因此, 若未来研

究者继续采用 M-H 算法和 Gibbs 抽样估计双侧面

交叉设计的方差分量时, 则研究中 h 侧面水平数不

应低于 4, 以免影响估计结果的准确性。 

4  实证研究 

4.1  p i 设计实证数据 

采用 Zung (1965)编制的抑郁自评量表(Self- 

Rating Depression Scale, SDS)对学生进行测量。

SDS 包含 20 个反映抑郁主观感受的项目, 其中, 10

项为正向评分题, 另 10 项为反向评分题。选项如

“我觉得闷闷不乐, 情绪低沉”“我觉得一天之中

早晨最好”等, 按症状出现的频度采用 4 级计分。1

表示“没有或很少时间”, 2 表示“小部分时间”, 3

表示“相当多时间”, 4 表示“绝大部分或全部时间”。 

数据来源于中国南方某城市随机取样的 1545

名学生, 对他们进行了间隔各为 6 个月的追踪测试, 

共进行了三次纸笔测试。三次测试均存在被试流失, 

其原因可能为：(1)测试当天缺勤; (2)题目错填或漏

填; (3)转学或休学。剔除未完成三次测试的被试, 

最后保留被试 1429 名, 其中, 男性青少年 636 名, 

女性青少年 793 名 , 平均年龄 14.88 岁(标准差

1.80)。该量表在本研究中的内部一致性表现良好

(T1 Cronbach’s α = 0.902; T2 Cronbach’s α = 0.906; 

T3 Cronbach’s α = 0.922)。 

对于随机取样 1429 名青少年, 其中有完整数

据的被试为 1288 人, 有缺失数据的被试为 141 人, 

占比 9.9%。这种设计为 p i 设计 , 其中 p 是指青少

年(共 1429 名), i 是指抑郁量表的题目(共 20 道题), 

取三次测量的题目平均分为题目得分, 即 T1、T2

和 T3 的题目平均得分。对 1429 名被试的数据先重

复 5000 次估计, 将估计的方差分量平均数视为“参

数”(真值)(Tong & Brennan, 2007)。因为前人没有

该数据的先验信息, 所以用无信息先验 MCMC 方

法估计方差分量, 所得结果如表 9 所示。 

从表 9 可知, 三种抽样方法的结果都较好, 这

与模拟结果的结论一致。相较而言, HMC 整体上优

于 M-H 和 Gibbs 方法。 

4.2  p i h  设计实证数据 

采用 SDS 量表, 对 1429 名青少年进行间隔一

年的重复测量, 这种设计为 p i h  设计 , 其中 p 是

指青少年(共 1429 名), i 是指抑郁量表的题目(共 20

道题), h 是指两个时间点(T1 和 T3)的重复测量 , 

缺失率约为 9.9%。与单侧面交叉设计 p i 设计一

样, 对 1429 名被试的数据先重复 5000 次估计, 将

估计的方差分量平均数视为“参数”(真值)(Tong & 

Brennan, 2007), 且因为前人没有该数据的先验信

息, 所以用无信息先验 MCMC 方法估计方差分量, 

所得结果如表 10 所示。 

从表 10 可知, 较大的偏差主要表现在 M-H 和

Gibbs 的  2 h 上, 但 HMC 方法的  2 h 仍然较小, 

这与模拟结果的结论一致。 

5  综合讨论 

5.1  三种 MCMC 抽样方法的比较 

在单侧面交叉设计 p i 模拟研究中, M-H 算

法、Gibbs 抽样和 HMC 算法在不同条件下都能较

为准确地估计方差分量。在双侧面交叉设计 p i h 

模拟研究中 ,  有信息先 验和经验性先验条件下 , 

M-H 算法、Gibbs 抽样和 HMC 算法的估计准确性

相当; 而在无信息先验条件下, HMC 算法对方差分

量的估计准确性更高。M-H 算法和 Gibbs 算法在无

信息先验条件下估计双侧面交叉设计的方差分量
2 ( )h 时, 估计偏差都过大。无论是在单侧面交叉 

 
表 9  p i 设计方差分量的估计结果(缺失 9.9%) 

先验信息 抽样方法 估计值 2 ( )p  2 ( )i  2 ( )pi  

MCMC non 

M-H 

VC 4.005 17.800 65.102 

Bias 0.005 1.800 1.102 

RMSE 1.091 6.306 2.189 

Gibbs 

VC 3.999 17.089 64.199 

Bias −0.001 1.089 0.199 

RMSE 1.189 2.501 2.236 

HMC 

VC 3.999 16.704 64.177 

Bias −0.001 0.704 0.177 

RMSE 1.255 2.788 2.202 
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表 10  p i h  设计方差分量的估计结果(缺失 9.9%) 

先验信息 抽样方法 估计值 2 ( )p  2 ( )i  2 ( )h  2 ( )pi  2 ( )ph  2 ( )ih  2 ( )pih  

MCMC non 

M-H 

VC 16.983 3.559 49.404 63.245 1.388 3.988 145.700 

Bias 0.983 −0.441 48.404 −0.755 −0.612 0.988 1.700 

RMSE 3.639 2.745 92.002 5.007 1.400 2.207 5.459 

Gibbs 

VC 16.515 3.563 61.309 63.673 1.405 3.889 145.288 

Bias 0.515 −0.437 60.309 −0.327 −0.595 0.889 1.288 

RMSE 3.465 2.769 190.202 5.415 1.428 2.208 5.309 

HMC 

VC 16.529 2.119 2.071 62.600 0.587 3.753 146.612 

Bias 0.529 −1.881 1.071 −1.400 −1.413 0.753 2.612 

RMSE 3.690 3.289 5.761 6.608 1.789 3.308 6.7822

 

设计中 , 还是在双侧面交叉设计中 , M-H 算法和

Gibbs 抽样对方差分量的估计结果均较为一致。甚

至于, 在双侧面交叉设计无信息先验条件下, 两者

都对 2 ( )h 的估计呈现出高度一致的偏差。M-H 算

法和 Gibbs 抽样对方差分量估计表现的一致性, 与

两种抽样方法的原理和联系紧密相关。 

在实证研究中, 不论是 p i 设计 实证数据, 还

是 p i h  设计 实证数据 , 其结果与模拟研究的结

论几乎完全一致。在 p i 设计 实证数据中, M-H 方

法、Gibbs 方法和 HMC 方法的结果都较好, 但是

p i h  设计 实证数据中, M-H 方法和 Gibbs 方法在

估计  2 h 时, 出现了较大的偏差且 RMSE 也较大, 

而 HMC 方法的  2 h 偏差却依然较小。 

HMC 算法是将汉密尔顿系统的物理特性和

Leapfrog 技术相结合完成抽样的一种抽样方法, 属

于全局更新的算法; 运算效率较高, 能处理复杂模

型的求解问题 (Lopilato et al., 2015; Nugroho & 

Morimoto, 2015; Pakman & Paninski, 2014)。HMC

算法显示出其优势特征：双侧面交叉设计中, 在无

信息先验条件下, HMC 算法能够准确估计  2 h , 

而 M-H 算法和 Gibbs 抽样的估计偏差都较大。这

表明, HMC 算法具有较强的稳健性。 

5.2  双侧面交叉设计 h 侧面水平数的拐点 

双侧面交叉设计中无信息先验条件下的估计

结果可能与 h 侧面的水平数为 2 有关。在后续的研

究中, 随着 h 侧面水平数的增加, M-H 算法和 Gibbs

抽样的估计偏差逐渐减小, 尤其是增加到 4 之后, 

其估计结果较为接近有信息先验和经验性先验条

件下的估计表现。这表明 , 在无信息先验条件下 , 

M-H 算法和 Gibbs 抽样对  2 h 的估计表现较差, 

与 h 侧面的水平数较小有关。 

Moore (2010)研究了前人研究中使用过测量侧

面的水平数, 并用考生相对于题目的比例(Ratio of 

persons to items)表示侧面水平数之比, 得出其范围

为 0.13 到 120。根据以往研究中的侧面水平数之比, 

Moore (2010)确定了相应研究中的测量侧面数量 , 

并发现测量侧面水平数会对方差分量的估计结果

产生一定的影响。当 h 侧面的水平数为 2 时, M-H

算法和 Gibbs 抽样的估计不理想, 而 HMC 算法理

想。但是, 当 h 侧面的水平数为 4 及以上时, M-H

算法和 Gibbs 抽样与 HMC 算法估计相当。这进一

步表明, HMC 算法具有较强的稳健性, 能够克服 h

侧面的水平数带来的影响。若 M-H 算法和 Gibbs

抽样要与 HMC 算法估计性能相当, 则需满足双侧

面交叉设计 h 侧面水平数大于或等于 4。这表明, 双

侧面交叉设计在 h 侧面水平数取 4 时出现拐点。 

HMC 算法在多数情况下与 M-H 算法、Gibbs

抽样的估计表现一致, 都能较为准确地估计单侧面

交叉设计和双侧面交叉设计的方差分量。但是 , 

M-H 算法和 Gibbs 抽样容易受到 h 侧面的水平数带

来的影响, 表现出不够稳健。总之, 与 Gibbs 抽样

和 M-H 算法相比, HMC 算法整体上表现得更优, 

值得推广。 

5.3  先验信息和缺失比例对方差分量估计的影响 

先验信息会影响方差分量的估计, 而缺失比例

对方差分量的估计影响很小。在单侧面交叉设计中, 

三种先验分布条件下方差分量的估计表现差异较

小, 且有信息先验和经验性先验条件下方差分量的

估计准确性都较高。在双侧面交叉设计中, 三种先

验信息对方差分量的估计结果影响较为明显, 也是

有信息先验和经验性先验条件下方差分量的估计

准确性更好, 这与前人研究结果一致(Lopilato et al., 

2015)。 

在单侧面交叉设计和双侧面交叉设计中 , 三
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种缺失比例条件下 , 方差分量的估计表现差异都

很小。这也进一步验证了 MCMC 方法在 GT 中能

够较好地处理缺失数据, MCMC 方法处理 GT 的

缺失数据表现出较强的稳健性。MCMC 方法能够

非常有效地处理 GT 分析中的缺失数据 , 表现出

较强的优势 , 这是其它方差分量估计方法所不能

比拟的。 

从模拟研究运行时间来看, 与单侧面交叉设计

相比, 双侧面交叉设计耗费的时间更久, 说明研究

设计越复杂, MCMC 方法的计算时间越长。与 M-H

算法和 Gibbs 抽样相比, HMC 算法的运算时间稍长, 

这可能与其算法的复杂性有关, 但如今的计算机运

行速度都相对较快, 少量的运行时间增长, 并不会

严重影响估计的结果。 

5.4  局限与展望 

其一, 仅涉及了 GT 研究中的两种常见测验设

计——单侧面交叉设计和双侧面交叉设计, 未来研

究可以继续探讨不同抽样方法在其他的测验设计

中对方差分量的估计表现, 如嵌套设计和混合设计

等(Vispoel et al., 2023)。其二, 缺失数据在实际的

测量过程中较为常见, 仅探讨了完全随机缺失对方

差分量估计准确性的影响, 未来研究可增加对其他

缺失机制的考察, 如随机缺失和非随机缺失等(Van 

Hooijdonk et al., 2022)。其三, 模拟研究固定学生人

数和题量, 未探讨改变样本量对方差分量估计的影

响, 且 h ≥4 是基于 p×i 和 p×i×h 两种设计之下所

获得的, 未来研究可探讨改变学生人数和题量对方

差分量估计的影响, 也可探讨基于更多设计之下 h

侧面样本量对方差分量估计的影响。 

6  结论 

(1)少量数据缺失对 MCMC 三种抽样方法几乎

无影响, 表明 MCMC 对于缺失数据估计具有较强

的稳健性。 

(2)整体上, 对于方差分量估计而言, 有信息先

验估计和经验性先验估计较无信息先验估计准确

性更高。 

(3)仅 HMC 算法表现出“跨设计性”, 在两种

设计之下的估计准确性都较高 , 但 M-H 算法和

Gibbs 抽样却受限于 2 ( )h , 估计准确性都不高。 

(4)若 M-H 算法和 Gibbs 抽样需要克服 2 ( )h 估

计 准 确 性 不 高 的 局 限 性 , 则 需 规 定 h ≥ 4; 未 来

研究者在使用 MCMC 方法时 , HMC 算法更值得

推荐。  
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Comparing the accuracy of three sampling algorithms of MCMC method  
for estimating variance components in generalizability theory 

LI Guangming 

(School of Psychology, Center for Studies of Psychological Application, South China Normal University, Guangzhou 510631, China) 

Abstract 
Generalizability theory (GT), a modern psychometric framework, has been widely applied in practice. Its efficacy 

relies on the accurate estimation of variance components. While variance components are traditionally estimated using 

methods such as analysis of variance (ANOVA), Bootstrap, Jackknife, MINQUE, and restricted maximum likelihood 

(REML method), Bayesian Markov chain Monte Carlo (MCMC) estimation has demonstrated advantages. However, the 
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performance of MCMC depends on the chosen sampling algorithms. Local update algorithms, such as 

Metropolis-Hastings (M-H) algorithm and Gibbs sampling, are prone to random walk behaviors and slow convergence, 

particularly when conditional distributions are complex or parameters are highly correlated. Although the Hamiltonian 

Monte Carlo (HMC) algorithm effectively suppresses random walk behavior and handles high-dimensional, complex 

models efficiently, its application to the estimation of variance components within GT remains unexamined. To date, no 

published studies have compared M-H algorithm, Gibbs sampling, and HMC algorithm in this context. 

This study evaluated and compared the estimation accuracy of three sampling algorithms of MCMC method across 

two common GT research designs: the one-faceted crossed design ( )p i and the two-faceted crossed design 

( )p i h  . Using simulation methodologies, we manipulated three independent variables: (1) sampling algorithms 

(M-H, Gibbs, and HMC), (2) prior distributions (informative, non-informative, and empirical), and (3) missing data 

ratios (0%, 5%, and 10%). The dependent variables were the estimated variance components, Bias, and Root Mean 

Square Error (RMSE).  

In simulation study, we generated data using R software, with 1000 batches of data generated for the p i  and 

the p i h  . For the generated data, R software implemented the estimation of variance components for M-H 

algorithm, Gibbs sampling, and HMC algorithm by calling the corresponding software package. In empirical research, a 

batch of data containing 1429 participants was used to validate the conclusions drawn from the simulation study, and it 

was found that the empirical research results were almost consistent with the simulation research results. 

The research results indicated that: (1) low ratios of missing data (up to 10%) yielded negligible effects 

across all three algorithms, demonstrating the robust handling of missingness inherent to MCMC; (2) across all 

conditions, informative and empirical priors yielded higher estimation accuracy than non-informative priors; 

(3) HMC algorithm uniquely exhibited “cross-design” stability, maintaining high accuracy across both the p i  

and the p i h  , whereas M-H algorithm and Gibbs sampling demonstrated structural limitations and lower 

accuracy; and (4) for M-H algorithm and Gibbs sampling to achieve acceptable accuracy in higher-dimensional 

spaces, a minimum of four levels for the h facet (h ≥4) was required. Consequently, we highly recommend that 

future GT researchers utilizing Bayesian MCMC frameworks adopt the HMC algorithm. 

Keywords  generalizability theory, estimating variance components, MCMC method, M-H algorithm, Gibbs 

sampling, HMC algorithm 

 

 


