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摘  要  在认知诊断评估实践中, Q 矩阵和属性层级关系的构建正确与否都会影响认知诊断模型参数估计的准确

性以及被试的分类准确率。属性层级关系和 Q 矩阵通常依赖领域专家判断实现, 目前已经有一些研究对 Q 矩阵或

者属性层级关系分别进行检验修正。本文提出一种基于贝叶斯网条件独立性检验的方法联合验证 Q 矩阵和属性层

级关系, 通过两个模拟研究考察了该方法的联合修正准确率, 以及修正准确率的具体影响因素。结果表明, 在 Q 矩

阵错误率处于中等或以下水平时, 该方法能够有效修正 Q 矩阵和属性层级关系, 尤其在题目质量较高样本量充足

测验长度较长的情况下, 联合修正效果更好。最后将该算法应用于具体认知诊断评估实践中, 对专家界定的属性层

级关系和 Q 矩阵进行联合的基于数据的检验修正, 结果表明修正后的模型拟合更好。 
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1  引言 

认知诊断理论(cognitive diagnostic theory, CDT, 

Leighton & Gierl, 2007)作为新一代测量理论的核

心, 可以促进形成性评价和个性化学习。在认知诊

断实践中, 通过认知心理学的分析, 从个体的认知

过程、加工技能或知识结构中抽取出细粒度多维度

的认知属性, 认知属性也是刻画测验项目的最重要

的特征, 通过各种心理计量模型对被试在项目上的

作答反应进行分析, 进而对被试的属性掌握情况进

行诊断分类。测验项目与认知属性之间的映射关系

通过 Q 矩阵表征(Tatsuoka, 1983, 1985)。同时, 一

个认知诊断测验中包含的认知属性之间通常具有

某种心理上或逻辑上的层级关系, 属性层级关系是

认知模型构建的核心(丁树良 等, 2012), 而认知模

型正是认知诊断测验所要回答的核心问题——受

试者在测验领域的认知加工过程是怎样的 (姜宇 , 

2020)。Q 矩阵和属性层级关系的构建正确与否都会

影响认知诊断模型参数估计的准确性以及被试的

分类准确率(Chiu, 2013; de la Torre, 2009; Liu et al., 

2017; Rupp & Templin, 2008)。通常情况下, 属性层

级关系和 Q 矩阵主要都是依赖领域专家的经验判

断实现, 不同专家根据自身经验确定的 Q 矩阵和属

性层级关系可能存在着差异, 与被试在作答过程中

的真实认知过程也可能存在差异, 即原始的 Q 矩阵

和属性层级关系都有较大可能包含错误的设定。鉴

于二者对于模型参数估计非常重要, 所以有必要对

专家主观判断的 Q 矩阵和属性层级关系进行检验

修正。 

在属性层级关系检验方面, 有研究者在规则空

间模型(RSM)及属性层级模型(AHM)的框架下提出

层级一致性指标(Hierarchy Consistency Index, HCI, 

Cui, 2007; Cui & Leighton, 2009; Wang & Gierl, 

2011)对属性层级关系进行检验。喻晓锋等(2011)提
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出使用贝叶斯网方法进行结构学习, 从被试的作答

反应所获得的属性掌握模式中挖掘属性层级关系, 

研究显示, 通过该方法获得的属性层级关系可作为

确定实际属性层级关系的参考。但该方法所直接分

析的数据是被试的属性掌握模式, 需要通过分析被

试的作答反应和 Q 矩阵去估计, 而且其估计方法较

为初级, “将被试正确作答的项目包含的属性向量

进行或运算, 得到所有被试的属性掌握模式”在复

杂情况下这种不依赖诊断模型估计属性模式的方

法不能完全保证估计的准确性。还有研究者在参数

化的对数线性认知诊断模型(LCDM, Henson, et al., 

2009)基础上开发了层级诊断分类模型(HDCM), 创

建了一个能够将属性层次结构参数化的心理测量

模型和框架 , 用以证明或证伪某种属性层次结构

(Templin & Bradshaw, 2014b)。HDCM 中, Templin

和 Bradshaw (2014b) 提 出 采 用 似 然 比 检 验

(likelihood ratio test, LR, 简称 LR 统计量)的方法对

属性层级关系进行检验。这种检验通常是针对某一

事先设定的属性层级结构的整体进行检验, 接受或

者拒绝该结构, 并不能直接提供对该属性层级结构

进行修正的参考信息。  

另一方面, 对专家初步标定的 Q 矩阵进行检验

和修正的方法已经有很多研究。例如, 非参数方法

包括欧氏距离法(Chiu, 2013)、海明距离(汪大勋 等, 

2018)等, 这些方法具有样本量要求小、易实现等优

点, 但严格的前提条件限制了这些方法的拓展性及

实用性(刘彦楼, 吴琼琼, 2023)。研究者开发的参数

化修正方法主要有：δ 法(de la Torre, 2008)、 法(涂

冬波 等, 2012)、S 统计量方法(Liu et al., 2012)、迭

代修正序列搜索(iterative modified sequential search; 

Terzi & de la Torre, 2018)、RMSEA 统计量(Kang et al., 

2019)、加权残差 R 法(Yu & Cheng, 2020)、最优反

应分布纯度方法(李佳 等, 2022)等。以上方法主要

是在特殊的 CDM 框架下(如 DINA、DINO、R-RUM

等)开发的方法。在饱和 CDM 框架下(如 G-DINA, 

generalized deterministic input noisy output “and” 

gate; de la Torre, 2011)的参数化 Q 矩阵修正方法主

要包括：GDI (G-DINA discrimination index)方法(de 

la Torre & Chiu, 2016)、TLP (truncated L1 penalty 

function)方法(Xu & Shang, 2018)、相对拟合统计量

方法(Wang et al., 2020; 汪大勋 等, 2020)等。其中

Ma 和 de la Torre (2020)提出的 GDI 和 Wald 检验相

结合的 Stepwise 方法对多级计分模型中的 Q 矩阵

进 行 修 正 , 同 时 这 种 方 法 也 适 用 于 0-1 计 分 的

GDINA 模型的 Q 矩阵修正。 

在以上介绍的 Q 矩阵检验方法研究中, 通常假

定属性是相互独立的, 没有考虑属性层级关系对方

法的影响。同样, 已有的检验属性层级关系的方法

通常假设 Q 矩阵界定是准确的, 而没有考虑包含失

误信息的 Q 矩阵界定情况。而在实践中, 这二者之

间是密不可分相互影响的, 并且由于专家经验界定

的主观性, 二者都不可避免同时存在一些界定偏差

信息。Wang 和 Lu (2021)提出两种探索性方法直接

从数据中学习属性层级关系, 并且这种对属性层级

的估计方法是在未知 Q 矩阵信息的情况下进行的。

Ma 等(2022)提出一种惩罚似然法, 从数据中首先

确定属性个数, 然后联合估计属性层级关系和 Q 矩

阵, 这种方法有很强的统计学理论意义, 同时也非

常复杂。综上, 以上两种方法虽然都同时考虑了属

性层级关系和 Q 矩阵, 但是其运行逻辑都是从带有

噪音的数据中直接估计 Q 矩阵和属性层级关系, 计

算较为复杂, 所以以上两个研究其模拟实验所采用

的属性个数都比较少：3~4 个。虽然两种方法都是

从无到有的更一般化的方法, 但是当属性个数较多

时, 这两种直接从噪音数据中联合估计 Q 矩阵和属

性层级关系的方法其运行复杂度可想而知。而在具

体的认知诊断评估实践中通常是：在开发的认知诊

断测验中, 专家根据经验能够对属性层级关系和 Q

矩阵进行初步界定, 提供相当程度的有价值的先验

信息, 只不过这种根据主观经验确定的质性方法难

免包含错误, 所对已经界定的属性层级关系和 Q 矩

阵进行联合检验和修正的方法同样为实践所急需。

基于此, 本研究提出了一种基于贝叶斯网视角的属

性层级关系和 Q 矩阵的联合检验修正方法。本文接

下来介绍基于贝叶斯网的联合验证方法的原理和

具体算法实现流程。第三、四部分通过模拟和实证

研究对该方法的检验修正效能和影响因素进行评

估, 最后讨论总结。 

2  基于贝叶斯网的联合验证方法实
现原理 

贝叶斯网络(Bayesian Networks, BN)是结合概

率论与图论的概率模型(张连文, 郭海鹏, 2006)。一

个贝叶斯网络由一个结构模型和一组条件概率组

成, 其中结构模型是有向无环图, 图中的节点表示

随机变量, 有向边表示变量之间的相关或因果依赖

关系, 有向边所联结的两个节点, 发起的节点称为

父节点, 指向的节点称为子节点。这种依赖关系用 



第 7 期 汪玲玲 等: 认知诊断模型属性层级关系和 Q 矩阵的联合验证方法：面向实践的视角 1297 

 

网络中每个节点在给定父节点前提下的条件概率

来量化。认知诊断中的属性层级关系和 Q 矩阵信息

可以表征为贝叶斯网络的结构。例如图 1 所示, 在

一个包含 3 个属性和 5 个题目的认知诊断测验中, 

属性层级关系以及 Q 矩阵信息可以综合的使用贝

叶斯网的结构来表征, 其中椭圆表示认知属性, 而

矩形则表示测验题目, 从该网络结构中可看到每个

题目与所测量的属性之间的连接关系, 这是 Q 矩阵

所包含的信息; 另外, 该网络还呈现了各属性之间

的层级关系, 如属性 A1 是属性 A2 的先决属性, 而

这两个属性也是 A3 的先决属性。贝叶斯网络中, 属

性和题目之间的单向箭头(称为“边”)表示 Q 矩阵中

元素“1”, 即各测验题目所考察的认知属性 , 同理

属性之间的边则表示属性之间具有相关关系。贝叶

斯网络可以对网络中的各条边进行显著性检验, 以

明确各条边是否具有存在的意义, 如此, 对网络结

构中每一条边进行显著性检验, 等价于检验 Q 矩阵

中每一个题目的属性标定是否正确, 与此同时也能

够检验各属性之间的边的显著性, 即检验了属性层

级关系的合理性。 
 

 
 

图 1  综合表征属性层级关系和 Q 矩阵的贝叶斯网路结构 
 

在贝叶斯网中, 可以通过检验两个节点变量之

间的条件独立性来检验联结它们之间的边的存在

的 合 理 性 。 这 种 检 验 可 以 通 过 条 件 卡 方 检 验

(Pearson Chi-square)或 条 件 对 数似 然比 检 验 (Log 

likelihood Ratio)实现(薛薇, 陈欢歌, 2012)。条件独

立性检验的虚无假设为两个节点之间是条件独立

的, 即不存在边, 如果检验得到的显著性水平非常

低, 那么就可以拒绝虚无假设, 认为两个节点之间

存在边的联结, 说明该题目测量了这个属性, 或者

这条边连接的两个属性之间具有层级关系。在这两

种检验中, 检验统计量都服从渐近卡方分布。这个

条件卡方统计量定义为以下形式： 
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时的实际观测次数, 其他的符号标记类同。在认知

诊断评估情境下, 所有变量都是 0-1 二值计分, 所

以这时卡方统计量的计算非常快捷。 

综上可知, 使用贝叶斯网可以联合的同时验证

Q 矩阵和属性层级关系的正确性, 同时对于题目标

定错误的属性 , 或者错误设定的属性之间的关系 , 

也能够通过贝叶斯网中节点之间的独立性检验进

行修正。与条件独立性检验针对网络中每一条边的

合理性进行检验不同的是, 网络分数(network score)

能够整体的评估一个贝叶斯网的网络结构与实际

数据的拟合情况, 网络分数通常包括 AIC (Akaike, 

1974), BIC (Schwarz, 1978), 和 对 数 似 然 值 (log- 

likelihood criterion, Pinheiro & Bates, 1995)。在

bnlearn R 软件包中, 除了常见的 BIC 指标, 还有

一个 BDeu 指标(Bayesian Dirichlet equivalent uniform 

score, Heckerman et al., 1995), 这两个指标都能够直

接实现。综上, 贝叶斯网的网络结构可以通过条件

独立性检验或者描述模型数据拟合总体情况的网络

分数进行验证。所以, 根据贝叶斯网的这种性质可

以对综合表征属性层级关系和 Q 矩阵的贝叶斯网结

构进行检验修正。使用贝叶斯网络进行属性层级关

系和 Q 矩阵检验和修正的具体实现步骤如下： 

步骤 1: 根据初始构建的 Q 矩阵和属性层级关

系估计被试的属性掌握模式。 

步骤 2: 初始 Q 矩阵可能存在属性冗余, 也可

能存在属性缺失, 初始的属性层级关系也可能存在

冗余和缺失。如果初始的贝叶斯网络结构仅仅根据

初始 Q 矩阵和初始属性层级关系进行建构, 那么根

据条件独立性检验只能检验出冗余的边, 而对于缺

失的边无法检测到。所以我们初始构建一个贝叶斯

网的饱和模型, 也就是假设每个题目测量了所有属

性, 任意两个属性之间都有边的联结, 所有节点变

量之间都存在边的连接, 这样能够对每一条边进行

检验。 

步骤 3: 将作答反应数据和已经估计的被试属

性掌握模式输入这个贝叶斯网的饱和结构模型, 并

检验其中每一条边存在的强度, 也就是属性节点与

题目节点之间或者两个属性节点之间条件独立性

关系的显著性水平, 保留检验显著的边, 进而得到

一个校正的 Q 矩阵和校正的属性层级关系。根据预

实验研究, 本研究所采用的显著性水平为 0.001。需

要指出的是在 BN 中, 对所有边存在的显著性检验

是一次同时进行的, 而不是每一条边分别进行, 这
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也保证了该算法的计算效率。 

步骤 4: 由于依赖初始的 Q 矩阵和属性层级关

系估计的被试属性掌握模式存在误差, 所以根据这

批带有噪声的数据进行条件独立性检验所修正的

BN 结构并不完全准确, 需要继续结合模型数据拟

合指数(network score)进行校正。对于 Q 矩阵和属

性层级关系中每一个被修正的元素, 计算修正之后

的 BN 结构的拟合指数(本研究采用 BIC 指标, 经预

实验, BIC 和 BDeu 两个指标的修正效果没有明显

差异), 并与未修正之前的 BN 结构的拟合指数进行

比较, 如果修正之后降低了拟合指标 BIC, 则保留

此次修正结果, 反之则保留未修正之前的结果。根

据总体模型数据拟合指标再次对 BN 的结构, 也就

是 Q 矩阵和属性层级关系进行优化和校正。  

步骤 5: 根据校正的 Q 矩阵和属性层级关系重

新估计被试的属性掌握模式。 

步骤 6: 将重新估计的被试属性掌握模式和作

答反应数据再次输入 BN 模型中, 重复步骤 3、4、

5, 可以预见第二次的迭代中 , 被试的属性掌握模

式估计更精确, 所以这批输入数据的噪声降低, 进

而根据条件独立性和模型数据拟合指标综合之后

修正的 BN 结构更加准确, 进而估计的被试的属性

掌握模式也更加准确。根据预实验研究, 通常 3 次

迭代之后, 便可以达到稳定的 BN 结构, 也就是稳

定的 Q 矩阵和属性层级关系, 继续迭代并不能显著

提高 Q 矩阵和属性层级关系的修正准确率。需要指

出的是该算法的计算效率比较高, 即使是 3 次迭代, 

仍然能够保证比较高的计算效率。在模拟研究中, 

将最后求取的 Q 矩阵与真值比较, 计算这种方法的

修正准确率, 同样的将最后确定的属性层级关系与

生成数据的真值比较, 确认是否修正成功。检验贝

叶斯网边的存在强度以及计算模型整体拟合指标

的过程都可以通过 R 软件包 (bnlearn; Scutari & 

Denis, 2021)实现。 

3  Q 矩阵和属性层级关系的联合检
验修正方法的影响因素分析 

下面我们通过两个模拟研究具体考察各种影

响因素对贝叶斯网检验修正 Q 矩阵和属性层级关

系准确性的影响。模拟研究可以控制一些额外变量, 

只考查抽象的测验情景下该方法的表现, 它可以提

供基于贝叶斯网的检验方法基本的数值稳定性与

精确性。另外, 目前已经开发很多 Q 矩阵修正方法, 

这些方法通常都不考虑属性层级关系的影响。以往

对属性层级关系检验的研究中, 并没有严格的考察

其修正准确率, 而且没有考虑 Q 矩阵的界定正确与

否。已有的两项关于 Q 矩阵和属性层级关系的研究

是联合估计, 而非联合检验, 综上, 本研究并没有

基线方法作为对照。所以, 作为一项初步探索研究, 

本文通过模拟研究探查该方法对属性层级关系和

Q 矩阵的修正准确率, 以及具体的影响因素, 以期

为认知诊断评估的实践应用者提供有价值的参考

信息。 

3.1  模拟研究一 

3.1.1  研究设计 

本研究的 Q 矩阵测量 5 个属性, 测验长度分别

25, 40 两种水平, 25 题的 Q 矩阵具体设计参照姜宇

(2020)和 Zhang 等(2024)的研究, 在 25 题基础上, 

重复前 15 题并保证属性测量次数的平衡设计 40 题

的 Q 矩阵。不失一般性, 认知诊断模型选取饱和

GDINA 模 型 。 被 试 样本 量 设 为 两个 水 平 1000, 

2000。题目参数的设置参照已有同类研究(李佳 等, 

2022)：掌握项目 i 所测量的所有属性的被试和项目

i 的属性都没有掌握的被试对项目 i 作答正确的概

率分别记为 Pi (1)和 Pi (0), 项目质量分为高、低两

个水平, 高质量项目的参数为：Pi (0) ~ U (0.05, 

0.25)且 Pi (1) ~ U (0.75, 0.95), 低质量的项目参数

为：Pi (0) ~ U (0.05, 0.4)且 Pi (1) ~ U (0.6, 0.95)。

然后模拟错误的 Q 矩阵, 错误率设置为 0(没有错

误), 10%, 20%, 30%四个水平, 在真实 Q 矩阵的基

础上按错误率随机确定相应比例的项目, 错误设定

参考已有研究(刘彦楼, 吴琼琼, 2023), 在两个约束

条件下随机引入：(1)所有项目必须至少测量一个属

性; (2)始终保留一个单位矩阵, 以满足模型可识别

条件(Gu et al., 2018)。该测验的属性层级关系设定

为直线型、收敛型、发散型和无结构型四种类型, 具

体设置如图 2 所示。然后生成各种属性层级关系下

的被试属性掌握模式真值, 被试从所有可能的属性

掌握模式中随机抽取产生。根据所采用的认知诊断

模型和题目参数模拟被试在题目上的作答反应, 生

成被试作答反应数据。 

产生模拟数据之后, 使用 HDCM 估计被试的

属性掌握模式(通过 R 软件包 GDINA 实现), 在估

计之前设定认知属性的层级关系, 在原有的属性层

级关系真值的基础上, 分别产生有缺失边, 冗余边

的属性层级关系, 以随机产生的这些模拟的属性层

级关系为初值, 估计被试的属性掌握模式。然后根

据前面所述步骤使用贝叶斯网联合修正属性层级 
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图 2  模拟研究设置的 5 个属性的 4 种真实的属性层级关系及 7 个属性的发散结构 
 

关系和 Q 矩阵。需要特别说明的是, 在 4 种基本的

属性层级模型中 , 可以随机生成具有缺失值的边 , 

具体如下：在每一种层级关系中, 对于任意两个属

性之间的连接关系, 随机选定一对属性, 将其连接

关系置为缺失。在生成冗余边时, 对于发散型和无

结构型, 仍存在 5 个属性之间的冗余关系, 例如在

图 2 所示的发散型结构中, 可能存在冗余边的属性

对有(A2, A3), (A4, A5), (A3, A4), (A3, A5), 在无结

构型中, 可能存在冗余的属性对有(A2, A3), (A3, 

A4), (A4, A5), (A2, A4), (A2, A5), (A3, A4), (A3, 

A5), (A4, A5)。而在直线型中, 5 个属性之间已经完

全联结, 在任意两个属性对之间即使没有直接的边

联结, 但是也会存在通过其他节点的联结, 所以并

不能生成有效的属性冗余关系。同样道理, 在收敛

型结构中, 只有一个有效冗余边, 即(A2, A3), 但

由于模拟研究需要多次模拟随机生成冗余边, 故在

生成冗余边时, 也不再考虑收敛型结构。综上, 在

缺失边的情境下, 4 种属性层级结构都考虑, 在冗

余边的情境下 , 仅使用发散型和无结构型两种结

构。综上, 本研究在属性边缺失情境下模拟数据的

设置有：2 (测验长度) × 2 (样本量水平) × 2 (题目参

数水平) × 4 (属性层级类型) × 4 (Q 矩阵错误率) = 

128 种情况, 在属性边冗余情境下模拟数据的设置

为：2 (测验长度) × 2 (样本量水平) × 2 (题目参数水

平) × 2 (属性层级类型) × 4 (Q 矩阵错误率) = 64 种

情况。 

3.1.2  评价指标 

在以上设计的每种实验条件下, 分别随机产生

100 批模拟数据, 然后使用模拟的带有错误信息的

属性层级初始值估计属性掌握模式, 通过贝叶斯网

条件独立性检验和模型数据拟合指标的结合, 最后

得到修正的属性层级关系和修正的 Q 矩阵, 将最终

的修正结果与属性层级关系真值进行比较, 如果完

全相同, 则代表修正正确一次, 最后计算每种情境

下 100 次修正属性层级关系的正确次数作为评价指

标。Q 矩阵的修正准确率所采用的指标为每次修正

后的 Q 矩阵与真实 Q 矩阵题目测量模式的一致性

作为模式判准率(Pattern classification rate, PCR)和

每次修正后的 Q 矩阵与真实 Q 矩阵属性的一致性作

为平均属性判准率(Average attribute classification rate, 

AACR), 以及 TPR (True positive rate)和 TNR (True 

negative rate)。其中 TPR 指错误标定的属性正确修

改的比率, TNR 指正确界定的属性未被修改的比率

(由于篇幅限制, 这部分评价指标结果可以联系作

者提供)。所有实验均重复 100 次, 然后计算每个指

标 100 次的平均值。 

3.1.3  研究结果  

使用贝叶斯网条件独立性检验方法修正属性

层级关系的结果如表 1、表 2 所示, 在 Q 矩阵设定

完全正确的情况下, 无论题目是高质量还是低质量, 

无论属性关系是缺失还是冗余, 无论样本量是较大

还是较小, 无论测验长短, 在各种属性层级结构中, 

该算法都能够完全准确的修正属性层级关系 , 在

100 次的模拟中, 完全修正正确次数达到 100%。而

当 Q 矩阵存在界定错误时, 随着 Q 矩阵中错误元素

的占比增大, 在各种条件下, 对属性层级的修正准

确率逐渐降低。具体而言, 在 Q 矩阵失误概率为

10%的情况下 , 无论题目质量高低 , 样本量大小 , 

测验长短, 在 4 种属性层级结构下, 无论属性关系

缺失还是冗余, 仍然能够达到较高的完全正确的修
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正比例, 除个别情况, 大部分情况下, 仍能达 90%

或以上的比例。随着 Q 矩阵中错误率的提高, 对属

性层级完全修正正确的比例逐渐降低, 这时这种比

例也受到测验长度, 题目质量和样本量的同时影响, 

例如在 Q 矩阵错误率为 20%时, 当题目质量较低时, 

测验长度和样本量能够显著提高这种完全修正正

确的比例, 除极个别情况, 大多情况下的完全正确

的比例仍达到 80%以上。4 种不同的属性层级类型

下, 无结构型的修正正确次数在样本量较低时受题

目质量和 Q 矩阵错误率影响较大, 其他几种类型的

属性层级中, BN 在各种情况下的表现并没有明显

的差异, 在其他条件设置相同的情况下, 属性缺失

和属性冗余不同的错误类型中, BN 的表现没有明

显的差异。 
 

表 1  属性缺失情境下 4 种层级结构完全正确修正次数(100 次) 

属性缺失 发散型 无结构型 线性型 聚合型 

Q-error test length g-s 2000 1000 2000 1000 2000 1000 2000 1000 

0% 

25 
0.05-0.25 100 100 100 100 100 100 100 100 

0.05-0.4 100 100 100 100 100 100 100 100 

40 
0.05-0.25 100 100 100 100 100 100 100 100 

0.05-0.4 100 100 100 100 100 100 100 100 

10% 

25 
0.05-0.25 100 84 100 96 96 92 96 93 

0.05-0.4 90 82 98 96 89 87 96 91 

40 
0.05-0.25 100 100 100 100 100 100 100 100 

0.05-0.4 98 92 95 95 96 91 97 93 

20% 

25 
0.05-0.25 79 75 90 90 81 74 89 83 

0.05-0.4 74 64 82 50 76 66 82 75 

40 
0.05-0.25 91 85 98 95 96 97 98 96 

0.05-0.4 82 76 85 57 85 84 88 90 

30% 

25 
0.05-0.25 70 47 54 56 68 58 64 58 

0.05-0.4 60 30 46 18 64 60 58 54 

40 
0.05-0.25 77 76 75 75 93 84 85 85 

0.05-0.4 70 62 53 44 75 72 74 61 

 
表 2  属性冗余情境下 2 种层级结构完全正确修正次数(100 次) 

属性冗余 发散型 无结构型 

Q-error test length g-s 2000 1000 2000 1000 

0% 

25 
0.05-0.25 100 100 100 100 

0.05-0.4 100 100 100 100 

40 
0.05-0.25 100 100 100 100 

0.05-0.4 100 100 100 100 

10% 

25 
0.05-0.25 98 98 100 98 

0.05-0.4 96 92 99 86 

40 
0.05-0.25 100 100 100 93 

0.05-0.4 100 100 100 90 

20% 

25 
0.05-0.25 90 89 90 89 

0.05-0.4 82 64 83 49 

40 
0.05-0.25 100 95 100 87 

0.05-0.4 95 93 90 80 

30% 

25 
0.05-0.25 64 60 63 57 

0.05-0.4 60 54 49 46 

40 
0.05-0.25 80 75 90 80 

0.05-0.4 80 65 58 55 
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在属性层级界定存在缺失或者冗余的情况下, 

使用贝叶斯网方法对界定失误的 Q 矩阵进行修正的

准确率(包括 PCR 和 AACR)如表 3、表 4 所示。在 Q

矩阵错误率在 10%时, 4 种属性层级结构存在缺失和

冗余时, 无论题目质量高低, 无论样本量大小, 无

论测验长短, 贝叶斯网方法对 Q 矩阵的修正准确率

能够达到较高水平, 即使在题目质量较低的情况下, 

除个别情况, 模式判准率都能够达到 70%以上, 平

均属性判准率除个别情况都能达到 95%以上。在 Q

矩阵错误率为 20%的情况下, 题目质量较高时, PCR

仍然能够达到 70%以上, AACR 能够达到 92%以上, 

而在题目质量较低的情况下, PCR 在较多情境下能够

达到 50%以上, 除极个别, AACR 达到 90%以上。 

在 Q 矩阵错误率为 30%时, PCR 在短测验题目

质量较高的情况下能够达到 53%以上, 除极个别, 

AACR 达到 90%以上, 长测验情境能够一定程度上

弥补题目质量较低的影响 , 除无结构型的属性关

系, 其他情况下, PCR 仍然能够达到 50%以上, 在

题目质量较低并且短测验情境下, PCR 和 AACR 都

比较低。从总体上看, 样本量对该方法的修正准确

率的影响也比较大, 在样本量从 1000 提高到 2000

时, 每种情境下的修正准确率都得到较大的提高。

测验长度对修正准确率也有明显的影响, 尤其是在

Q 矩阵错误率较高或者题目质量较低的情况下, 相

比短测验情境, 长测验情境下 BN 的修正准确率提

高更多。  

 
表 3  属性缺失情境下 Q 矩阵的修正准确率(PCR 和 AACR) 

属性缺失的 PCR 发散型 无结构型 线性型 聚合型 

Q-error test length g-s 2000 1000 2000 1000 2000 1000 2000 1000 

10% 

25 
0.05-0.25 0.94 0.84 0.906 0.856 0.876 0.786 0.882 0.88 

0.05-0.4 0.813 0.677 0.827 0.73 0.786 0.652 0.786 0.79 

40 
0.05-0.25 0.964 0.891 0.945 0.883 0.93 0.853 0.945 0.901 

0.05-0.4 0.859 0.794 0.76 0.624 0.825 0.7 0.863 0.77 

20% 

25 
0.05-0.25 0.864 0.768 0.847 0.77 0.832 0.692 0.832 0.802 

0.05-0.4 0.66 0.497 0.722 0.486 0.692 0.522 0.646 0.634 

40 
0.05-0.25 0.936 0.869 0.925 0.821 0.929 0.826 0.93 0.83 

0.05-0.4 0.785 0.709 0.648 0.438 0.743 0.595 0.781 0.664 

30% 

25 
0.05-0.25 0.695 0.559 0.602 0.577 0.608 0.536 0.616 0.658 

0.05-0.4 0.541 0.307 0.419 0.279 0.441 0.371 0.451 0.437 

40 
0.05-0.25 0.825 0.689 0.823 0.715 0.835 0.784 0.798 0.778 

0.05-0.4 0.663 0.569 0.483 0.334 0.618 0.527 0.634 0.525 

属性缺失的 AACR 发散型 无结构型 线性型 聚合型 

Q-error test length g-s 2000 1000 2000 1000 2000 1000 2000 1000 

10% 

25 
0.05-0.25 0.988 0.967 0.98 0.97 0.975 0.954 0.976 0.975 

0.05-0.4 0.958 0.93 0.964 0.942 0.956 0.915 0.952 0.952 

40 
0.05-0.25 0.993 0.976 0.989 0.977 0.986 0.968 0.989 0.978 

0.05-0.4 0.968 0.953 0.938 0.911 0.958 0.928 0.971 0.948 

20% 

25 
0.05-0.25 0.97 0.943 0.964 0.949 0.958 0.921 0.962 0.953 

0.05-0.4 0.913 0.867 0.935 0.872 0.899 0.873 0.91 0.91 

40 
0.05-0.25 0.986 0.972 0.985 0.961 0.984 0.96 0.986 0.959 

0.05-0.4 0.948 0.927 0.908 0.849 0.932 0.897 0.945 0.918 

30% 

25 
0.05-0.25 0.912 0.871 0.88 0.887 0.876 0.859 0.885 0.897 

0.05-0.4 0.864 0.782 0.818 0.779 0.793 0.805 0.829 0.829 

40 
0.05-0.25 0.95 0.916 0.956 0.926 0.953 0.943 0.944 0.944 

0.05-0.4 0.908 0.877 0.844 0.798 0.886 0.863 0.896 0.863 
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表 4  属性冗余情境下 Q 矩阵的修正准确率(PCR 和 AACR) 

 
属性冗余的 PCR 属性冗余的 AACR 

发散型 无结构型 发散型 无结构型 

Q-error test length g-s 2000 1000 2000 1000 2000 1000 2000 1000 

10% 

25 
0.05-0.25 0.929 0.861 0.909 0.854 0.985 0.971 0.982 0.969 

0.05-0.4 0.81 0.678 0.826 0.711 0.957 0.929 0.964 0.937 

40 
0.05-0.25 0.968 0.909 0.953 0.88 0.993 0.98 0.991 0.976 

0.05-0.4 0.876 0.791 0.865 0.783 0.974 0.954 0.973 0.955 

20% 

25 
0.05-0.25 0.867 0.782 0.828 0.755 0.969 0.95 0.958 0.944 

0.05-0.4 0.651 0.761 0.704 0.504 0.909 0.944 0.928 0.876 

40 
0.05-0.25 0.936 0.868 0.93 0.81 0.986 0.97 0.986 0.958 

0.05-0.4 0.814 0.695 0.8 0.703 0.955 0.925 0.958 0.935 

30% 

25 
0.05-0.25 0.681 0.595 0.612 0.534 0.908 0.883 0.883 0.871 

0.05-0.4 0.502 0.581 0.449 0.254 0.852 0.88 0.827 0.772 

40 
0.05-0.25 0.855 0.719 0.858 0.718 0.96 0.926 0.967 0.926 

0.05-0.4 0.616 0.575 0.61 0.478 0.891 0.884 0.887 0.854 

  

3.2  模拟研究二 

3.2.1  研究设计 

为了进一步探查贝叶斯网算法在属性个数较

多的情境下的表现 , 本研究设定属性个数为 7 个 , 

根据模拟研究一的结果 , 各种类型的属性层级结

构下 , BN 的修正准确率相差不大 , 不失一般性 , 

本研究随机设定属性层级结构为发散结构 , 7 个

属性的测验长度固定为 40 个题目 , 样本量同研

究一的设置 , 为 2000, 1000。在模拟研究一中由

于属性个数有限 , 所设定的属性关系缺失或冗余

的水平仅限定为一个边 , 在本研究中进一步设定

更多的属性缺失和冗余情况 , 在原有的如图 3 所

示的 7 个发散属性结构的基础上共设定 5 种错误

属性层级结构：(1)随机缺失一个边 ; (2)随机缺失

两个边 ; (3)随机冗余一个边 ; (4)随机冗余两个边 ; 

(5)既有随机缺失边又有随机冗余边。其他实验条

件的设定：题目质量 , Q 矩阵错误率等完全与模

拟一相同 , 模拟数据产生模型依然采用 GDINA

模型。  
 

 
 

图 3  模拟研究设置的 7 个属性发散结构的属性层级关系 

3.2.2  评价指标 

在本研究中, 主要考察在属性个数较多的情况

下, 不同属性缺失情况(5 个水平) × 不同题目质量

(2 个水平) × 不同 Q 矩阵错误率水平(4 个水平) × 

不同样本量水平(2 个水平) = 80 种情况下的检验修

正准确率, 评价指标同模拟研究一, 依然采用 PCR

和 AACR, 以及 100 次模拟中属性层级完全修正正

确的次数。 

3.2.3  研究结果 

表 5 为 7 个属性的发散型结构的属性层级下, 

在样本量为 2000 时, 5 种不同属性层级关系错误的

情况下, 各种实验情境下, 贝叶斯网对 Q 矩阵的修

正准确率(PCR, AACR)。由表可知, 在各种类型的

属性层级错误类型, 其他条件相同的情况下, 贝叶

斯网对 Q 矩阵的修正准确率相差不大。在 Q 矩阵

错误率为 10%时, 无论题目质量高低, 该方法对 Q

矩阵的修正准确率都达到很高的水平, 在错误率为

20%时, 题目质量较高的情况下, Q 矩阵修正准确

率仍能够保持较高的水平, 随着题目质量降低, 修

正准确率逐渐下降。当 Q 矩阵错误率为 30%时, 修

正准确率随着题目质量降低而逐渐降低。在 5 种不

同属性错误类型下, 贝叶斯网同时对属性层级完全

修正正确的次数(100 次实验)如图 4 所示, 当 Q 矩

阵完全正确时, 无论题目质量高低, 贝叶斯网都能

够完全正确的修正属性层级关系, 之后随着 Q 矩阵

错误率提高, 题目质量降低, 贝叶斯网对属性层级

关系完全修正正确的次数逐渐下降。可以发现, 即

使在 7 个属性的诊断测验中, 当 Q 矩阵错误率控制
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在中等水平(20%以下)或者题目质量较好时, 贝叶

斯网仍然能够有效的识别属性层级界定中的错误

信息。表 6 为样本量 1000 时, 算法在各种实验条件

下的表现, 相比于样本量 2000 的情况下, 各情境下

的判准率稍有降低。图 5 为样本量 1000 时, 贝叶斯

网在 100 次实验中, 对属性层级关系完全修正正确

的次数, 可以看到相比于样本量为 2000 时的各种

情境下, 算法的修正准确率稍有下降, 而且在样本

量为 1000 时几种不同属性错误类型下的修正准确

率之间的差异更大一些。 

4  联合检验修正方法在实证数据中
的应用 

本部分进一步验证该方法在实证数据中的有

效性, 该数据来自于美国大学生英语测验实际数据

(ECPE), Templin 和 Bradshaw (2014a)使用 ECPE 的

数据研究并开发了 HDCM, 并试图采用 HDCM 发

现并解释真实的 ECPE 数据的属性层级关系。ECPE

数据共 28 道题目, 测量三个属性：词汇规则(a), 整

合规则(b)语法规则(c)。根据 Templin 和 Bradshaw  

 
表 5  7 个属性的发散结构下 Q 矩阵的修正准确率(样本量 = 2000) 

PCR 
缺失一个边 缺失两个边 冗余一个边 冗余两个边 

既有缺失 

Q-error g-s 又有冗余 

10% 
0.05-0.25 0.849 0.859 0.836 0.861 0.846 

0.05-0.4 0.767 0.724 0.71 0.705 0.713 

20% 
0.05-0.25 0.739 0.693 0.739 0.728 0.716 

0.05-0.4 0.57 0.546 0.576 0.513 0.53 

30% 
0.05-0.25 0.51 0.511 0.578 0.51 0.555 

0.05-0.4 0.333 0.27 0.35 0.343 0.336 

AACR 
缺失一个边 缺失两个边 冗余一个边 冗余两个边 

既有缺失 

Q-error g-s 又有冗余 

10% 
0.05-0.25 0.977 0.978 0.975 0.978 0.976 

0.05-0.4 0.964 0.953 0.953 0.952 0.955 

20% 
0.05-0.25 0.952 0.941 0.951 0.95 0.946 

0.05-0.4 0.914 0.912 0.919 0.904 0.909 

30% 
0.05-0.25 0.885 0.883 0.91 0.881 0.897 

0.05-0.4 0.815 0.834 0.839 0.842 0.839 

 
表 6  7 个属性的发散结构下 Q 矩阵的修正准确率(样本量 = 1000) 

PCR 
缺失一个边 缺失两个边 冗余一个边 冗余两个边 

既有缺失 

Q-error g-s 又有冗余 

10% 
0.05-0.25 0.728 0.745 0.728 0.735 0.646 

0.05-0.4 0.738 0.731 0.653 0.695 0.638 

20% 
0.05-0.25 0.632 0.626 0.475 0.635 0.484 

0.05-0.4 0.627 0.598 0.415 0.603 0.479 

30% 
0.05-0.25 0.434 0.431 0.408 0.428 0.19 

0.05-0.4 0.373 0.425 0.33 0.39 0.11 

AACR 
缺失一个边 缺失两个边 冗余一个边 冗余两个边 

既有缺失 

Q-error g-s 又有冗余 

10% 
0.05-0.25 0.957 0.963 0.943 0.952 0.941 

0.05-0.4 0.96 0.959 0.958 0.958 0.94 

20% 
0.05-0.25 0.932 0.931 0.799 0.928 0.897 

0.05-0.4 0.931 0.928 0.887 0.929 0.897 

30% 
0.05-0.25 0.871 0.868 0.863 0.868 0.61 

0.05-0.4 0.851 0.863 0.835 0.861 0.527 
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图 4  BN 对 7 个属性的发散结构属性层级关系在各种实

验条件下的完全修正正确次数(样本量= 2000) 
(100 次实验完全修正正确的次数) 

 

 
 

图 5  BN 对 7 个属性的发散结构属性层级关系在各种实

验条件下的完全修正正确次数(样本量 = 1000) 
(100 次实验完全修正正确的次数) 

 

(2014a)的 研 究 , 这 3 个 属 性 呈 直 线 型 关 系 , 即

a→b→c。测验的 Q 矩阵和被试数据可以公开从

CDM R 软件包获得。 

使用贝叶斯网进行检验修正的具体分析过程

如下：先构建一个饱和的贝叶斯网, 即 3 个属性之

间都包含有向边(边的方向性依照初始建构的理论

关系, 即共有三条边, a→b, b→c, a→c), 每个题目

与每个属性之间也包含有向边(不失一般性, 方向

性统一为属性指向题目), 注意这个饱和模型的构

建仅仅是为了完整的检验该测验中每一个可能存

在的题目与属性以及属性与属性之间的联系, 同模

拟研究设置。根据已有的实证数据估计被试对 3 个

认知属性的知识掌握状态, 然后将被试作答反应数

据和估计的知识掌握状态数据输入网络, 对这一网

络中的每一条边进行条件独立性检验。这个过程本

质上也是对通过理论建构的模型(同时包含 Q 矩阵

和属性层级关系)和实证数据之间的拟合程度进行

检验的一个过程。通过假设检验得到的信息可以为

进一步修正原有的理论建构的模型提供启示。但是

在实证数据中 , 模型修正的过程并非完全依靠统

计检验的结果 , 也要结合领域专家对实际问题的

判断。 

使用贝叶斯网对初始建构的属性层级关系和

Q 矩阵进行联合检验后, 发现原来设定的属性层级

关系以及属性和题目之间的联结关系一部分得到

了统计上的验证, 但是也有一部分检验显示这些边

的存在强度并不高, 就是说两个节点之间可能是条

件独立的, 也有少量原来 Q 矩阵中没有发现的题目

与属性之间的联系在经过贝叶斯网条件独立检验

之后发现两个节点之间并非独立, 而是具有依赖关

系的, 初次经过贝叶斯网条件独立检验发现属性之

间的关系为：a→c, b→c。然后邀请专家再次对这

些有争议存在的边进行讨论判定, 包括属性层级的

边。这样结合贝叶斯网条件独立性检验的结果, 该

认知诊断测验中所初始构建的 3 个认知属性之间的

层级关系在经过统计检验和专家再次判定之后仍

然保持原来的关系, 但是 Q 矩阵有一些修正(具体

修正过程信息可以联系作者提供)。接下来, 根据贝

叶斯网方法所验证的属性层级关系以及所修正的

新的 Q 矩阵, 重新估计被试的属性掌握模式。最后

对初始建构的理论模型和经过检验修正之后的模

型进行比较, 以模型数据拟合指数进行评估。通过

BIC 拟合指标的数据显示经过统计检验和专家判定

结合修正的新模型(属性层级保持原有关系, Q 矩阵

有修正)与数据拟合是更好的(见表 7)。所以基于贝

叶斯网的条件独立性检验的方法能够对属性层级

关系和 Q 矩阵进行联合验证, 并为最终优化模型提

供有价值的信息。 
 

表 7  BN 对实证数据的模型修正后的拟合指标 

属性层级关系 Q 矩阵 BIC 

a→b→c 原始 43815.53 

a→c, b→c BN 修正 44071.94 

a→b→c BN 修正 43724.51 

 

5  结论与讨论  

本研究提出了一种基于贝叶斯网条件独立性

检验的属性层级关系和 Q 矩阵的联合检验方法。通

过两个模拟研究系统的考察了样本量、Q 矩阵错误

率、题目质量高低、测验长度、属性层级关系类型、

属性标定错误类型, 认知属性个数等因素对 BN 方

法在检验 Q 矩阵和属性层级关系方面的准确性。结

果表明, 当 Q 矩阵界定完全正确时, 在各种实验条

件下, BN 方法都能够完全有效的修正属性层级关
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系。当 Q 矩阵中的错误率控制在中等水平或以下

(20%以下)时 , 在各种属性层级结构类型 , 各种属

性层级错误类型下, BN 方法都能够较好的同时修

正属性层级关系和 Q 矩阵, 随着 Q 矩阵错误率的增

加, 二者的修正准确率都逐渐下降, 尤其当题目质

量较低时, Q 矩阵和属性层级关系的修正准确率都

降到最低。除此之外, 样本量对属性层级关系和 Q

矩阵的修正准确率也有明显的影响 , 在样本量为

2000 时各种情况下的修正准确率明显高于样本量

为 1000 时的结果; 测验长度对修正准确率的影响

也非常明显 , 这主要是由于 , 当测验长度增加后 , 

能够有更充分的题目证据估计初始的知识状态。并

且该方法在属性个数较多的情况下, 对 Q 矩阵和属

性层级的修正结果依然较好, 尤其是 Q 矩阵错误率

较低和题目质量较高时。另一方面, 不同的属性层

级错误类型或者错误严重程度在一定程度上对修

正准确率的影响较低。综合以上分析结果, 本研究

建议, 在对属性层级关系和 Q 矩阵进行联合修正时

要注意题目质量 , 并尽可能的保证样本量的充足 , 

在保证题目质量的情况下尽量扩大测验长度。此外, 

虽然本研究也考察了在 Q 矩阵错误率较高时该算

法的表现 , 但是通常情况下 , 在实际应用情境中 , 

如果 Q 矩阵错误率达到 30% ~ 40%, 一般建议重

新标定 Q 矩阵。而在模拟实验中, 设置高错误率的

Q 矩阵是为了更能直接考察方法的效能。 

进一步的, 为了充分探查该算法在实践应用中

的可扩展性, 本研究将该算法用于实证数据, 结果

表明 BN 算法能够为专家初始建构的属性层级关系

和 Q 矩阵的修正提供有价值的参考信息, 结合专家

的最终判断, 修正之后的新模型与实证数据的拟合

指标更优。值得指出的是, 与其他所有 Q 矩阵修正

方法类似, 即使在模拟研究中 BN 方法能够保证对

属性层级关系和 Q 矩阵的修正准确性, 但是在实践

应用中, 仍然不能完全依靠数据驱动的算法确定最

后的属性层级关系和 Q 矩阵, 这些修正算法能提供

可靠的 Q 矩阵和属性层级关系的修正信息, 但是对

于一些有争议的题目或属性仍然需要领域内容专

家的判断才能最后确定。 

需要特别指出的是, 在本研究中使用 BN 方法

进行联合验证之前需要对被试的属性掌握模式做

初始的估计, 在本文的模拟研究部分采纳传统的认

知诊断模型实现。在实践中, 还需要根据实证数据

恰当的选择诊断模型, 如果不考虑数据的模型选择

也可以使用贝叶斯网直接实现估计 (Wang & Lu, 

2021)。并且由于该算法的实现依赖传统认知诊断

模型估计被试的属性掌握模式, 所以本研究的模拟

实验部分的样本量采用 1000, 2000。而在 Wang 和

Lu (2021)的联合估计方法中所使用的最小样本量

也是 1000。在最新的只有 Q 矩阵估计或修正的相

关研究中, 设置了样本量较小情境下, 例如 N 为

500 时算法的表现, 在更小样本条件下检验方法的

性能, 能够更好地贴合实际应用场景。但是因为目

前本研究的算法运行依赖传统认知诊断模型估计

被试属性掌握模式, 并且由于篇幅的限制, 本研究

作为一项初始的探索性研究, 所考察的变量个数也

有限, 所采用的生成数据的模型只有 GDINA 模型, 

模型需要估计的参数较多, 所以要达到较高精度的

参数估计对样本量的需求较大。未来研究应继续考

察该方法在简单模型(如 DINA、DINO、ACDM 等)

中的效果, 与此同时, 可以考虑这些简单模型在样

本量较小(如 N = 500)时算法的性能。 

此外本研究采用迭代的方式进行联合验证, 但

是根据前期预实验 , 这种迭代次数不是越多越好 , 

迭代次数对修正准确率优化的效果边际效益递减, 

基本 3 次迭代后即可达到对属性层级和 Q 矩阵的稳

定的修正结果, 而在实证研究中, 可以根据具体情

况再设定具体的迭代次数, 如果一次联合验证即可

以提供非常丰富的修正信息, 那么也可以使用一次

修正的结果, 然后结合专家的经验判断最后确定属

性层级和 Q 矩阵。虽然 BN 方法实现的是对属性层

级和 Q 矩阵的联合验证, 但是该算法的计算效率仍

然能够得到一定程度的保证 , 根据本研究的结果 , 

测验长度为 25, 样本量为 2000 迭代 3 次对 Q 矩阵

和属性层级进行一次联合验证的算法运行时间为

123 s。根据李佳等(2022)对 Q 矩阵修正方法的研究

中的报告, 在测验长度为 20, 样本量为 300 时, 基

尼系数方法的循环修正运行时间为 147 s, 不考虑

其他硬件条件等细微的差异, 可以看到虽然本研究

在 Q 矩阵修正基础上联合修正了属性层级关系, 但

是在算法运行时间上与同类的单独修正 Q 矩阵的

算法仍然保持在一个同等的时间复杂度水平上。 

最后, 虽然已经有研究(喻晓锋 等, 2011)提出

使用贝叶斯网结构学习 K2 算法进行数据驱动的属

性层级关系探索, 但是在其算法中, 根据模拟得到

的观察反应模式和测验项目, 将被试正确作答的项

目包含的属性向量进行“或”运算, 得到所有被试的

属性掌握模式, 将它作为结构学习的数据集。这实

际就是在根据 Q 矩阵和作答反应估计被试的属性
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模式, 但是这种估计方法比较初级, 遇到复杂模型

时不一定有效。而且这种方法估计的被试属性掌握

模式之前, 已经根据专家界定的属性层级关系编制

题目确定 Q 矩阵, 所以初始对被试的估计过程依靠

的就是专家预先确定的属性层级关系。尽管已有少

量研究提出了使用 LR 检验对属性层级进行验证的

方法(Templin & Bradshaw, 2014a), 但是该方法更

多的是对属性层级进行整体的检验, 通过模型比较

的方式检验每一种假设属性层级的合理性, 并没有

对属性层级的修正准确率进行探查。而本研究可以

对属性层级中任意两个认知属性之间的关系进行

数据驱动的检验修正, 而且这种修正是同时进行的, 

也就是说只要执行一次 BN 的条件独立性检验, 能

够得到所有联结边的合理性检验结果。未来研究中

可以考虑在 Q 矩阵设定完全正确的情况下, 比较本

研究的 BN 方法和 LR 检验(Templin & Bradshaw, 

2014a)对属性层级关系的修正效率。 

目前, 还没有研究提出能够对属性层级关系和

Q 矩阵进行联合验证的方法。有研究者提出不带任

何先验信息的情况下从噪音数据中联合估计属性

层级和 Q 矩阵(Wang & Lu, 2021; Ma et al., 2022), 

这两个研究都有着非常强的统计学理论意义, 同时

算法的复杂性也显而易见, 所以其模拟研究都采用

较少的属性个数(3~4 个)。而在认知诊断评估实践

中, 领域专家或者测验开发者通常对属性层级关系

以及 Q 矩阵会提供相当的先验知识, 所以面对实践

需求, 更需要一种能够同时检验和修正已有的属性

层级关系和 Q 矩阵的方法, 对已经提出的认知属性

层级的理论模型和测验 Q 矩阵进行数据驱动的验

证并根据实证的作答反应数据提供修正信息。所以, 

本研究并没有对 BN 方法的联合验证的准确性进行

基线比较, 因为目前还没有研究能够同时对属性层

级关系和 Q 矩阵进行联合验证。但是本研究从另一

个角度, 在控制属性独立的情况下, 对 BN 方法修

正 Q 矩阵的准确性进行对比评估, 结果表明, 在属

性独立的情况下, 与已有的 Stepwise 方法(Ma & de 

la Torre, 2020)相比, BN 方法在 Q 矩阵错误率较高

时更有优势(由于篇幅限制这部分的研究结果可以

联系作者提供)。 
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Abstract 
Cognitive diagnostic models (CDMs) are developed to diagnostically evaluate subjects’ cognitive strengths 

and weaknesses based on the Q-matrix mapping of the items and attributes. The traditional calibration of 

cognitive attributes in the Q-matrix mainly relies on the subjective judgment of experts. Due to the subjective 
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process of Q-matrix construction, there inevitably are more or less misspecifications in the Q-matrix, which, if 

left unchecked, may result in a serious negative impact on cognitive diagnostic assessment. From another 

important perspective, in the empirical applications of CDMs, cognitive attributes generally do not operate 

independently but rather belong to an interrelated network, and a certain psychological order, logical order, or 

hierarchical relationship may be present among the cognitive attributes. The correctness of both the Q-matrix 

and the attribute hierarchy significantly impacts the parameter estimation ability of a CDM and the accuracy of 

the examinee’s classification result. Recently, considerable studies have developed approaches for validating 

Q-matrices or testing attribute hierarchies respectively. However, there is no method that can validate both the 

Q-matrix and the attribute hierarchy simultaneously. From the empirical application perspective, an approach 

that can simultaneously validate both a prespecified Q-matrix and an attribute hierarchy is more desirable.  
An approach based on Bayesian networks (BN) for validating both Q-matrices and attribute hierarchies 

simultaneously is proposed in this research. To explore the performance of the BN method, this article conducted 

two simulation studies and one empirical data analysis to theoretically and practically evaluate the accuracy of 

the Q-matrix validation and attribute hierarchy correction processes. The correctness of each element in the Q 

matrix and the attributes hierarchy can be checked by testing the strength of edge existence in the network 

structure. 
When validating the attribute hierarchy relationships and the Q-matrix jointly in the first simulation, we 

explore the effects of Q-matrix error rate, item quality, test length, sample size, and the attribute hierarchy type 

on the correction accuracy of both the Q-matrix and the attribute hierarchy. The results show that the BN method 

can effectively correct the Q-matrix and the attribute hierarchy simultaneously when the error rate of the 

Q-matrix is at a medium or low level, especially when the item quality is high or the sample size is sufficient or 

the test length is long, the accuracy of the correction is generally high. As the Q-matrix error rate increases and 

the quality of the items decreases, the correction accuracy gradually decreases. The BN method can correct the 

attribute hierarchies exactly right when the Q matrix is correct. The results in the second simulation show that 

when the attribute number in the Q-matrix increases, the BN method is still performing well. Different types of 

attribute hierarchy errors have a small impact on the correction accuracy across different conditions. The 

effectiveness of the BN method in the empirical dataset was demonstrated by the better model data fit index of 

BIC. 
In conclusion, the initial specified Q-matrix and attribute hierarchy can be simultaneously validated via the 

BN method. Then the corrected Q-matrix and the refined attribute hierarchy obtained from the data-driven BN 

method can again be combined with the theoretical judgments of experts to obtain a more optimized model, 

finally achieving more accurate diagnostic outcomes in CDA practice. 

Keywords  cognitive diagnosis, attribute hierarchy relationships, Q-matrix, Bayesian network 

 

 

 


