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潜变量建模视角下属性层级结构的检验与估计* 
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(1 四川师范大学教育科学学院, 成都 610066) (2 光华学校, 四川 雅安 625000)  

(3 沙湾小学, 四川 乐山 614900) 

摘  要  属性层级结构(Attribute Hierarchical Structure, AHS)刻画了属性之间的先决关系, 在测验设计、教学

设计与评估、学习路径规划和个性化学习推荐方面具有重要意义。基于潜变量建模方式, 结合假设检验、贝

叶斯结构学习和参数估计视角, 本文系统梳理了 AHS 的估计和检验方法, 分析了各类方法的基本思想、内在

联系及差异、优势与不足, 总结了其发展脉络与趋势, 并提出了实践中方法选择的参考建议。本研究进一步从

优化方法的关键要素、丰富实验条件、拓展应用场景, 以及创新研究思路等方面提出了未来的研究方向。 
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1  引言 

认知诊断评估(Cognitive Diagnostic Assessment, 

CDA)通过对特定领域中认知属性、项目与被试特

征的关系建模, 能够精准评估个体知识结构的优

劣。与经典测验理论相比, CDA 不仅关注学生“学

得好不好”, 更关注学生“学会了什么、尚未掌握什

么、为什么没有掌握以及如何促进掌握”等关键问

题。随着《深化新时代教育评价改革总体方案》

和《进一步加强中小学日常考试管理的通知》等

文件的相继颁布, 强化过程评价、改进结果评价、

优化考试结果的评价用途已成为教育评价改革的

重要方向。在此背景下, CDA 日益凸显了其在丰

富评价信息、优化教学设计和促进个性化发展等

方面的应用价值。目前, CDA 在教育、心理以及

医学等领域已得到了广泛的研究与应用 (Lim 

et al., 2024; Tu et al., 2019; 詹沛达, 2022)。 

属性及其层级结构共同描述了特定领域的认

知元素及内在结构, 是 CDA 的重要组成部分。其

中, 属性指测验所考察的、用以解释被试作答表
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现的知识、技能或策略; 属性层级结构(Attribute 

Hierarchical Structure, AHS)描述了属性之间的先

决关系。Leighton 等人(2004)指出, 认知属性并非

彼此独立, 而是具有某种层级关系, 并提出了线

性、收敛、发散和无结构型 4 种层级结构。其中, 

无结构型可视为发散型中先决属性仅产生单层后

继属性的特例 , 而收敛型兼具发散与收敛的特

点。于是, Liu 和 Huggins-Manley (2016)在保留线

性型结构的基础上, 将发散型称为倒金字塔结构, 

收敛型命名为金字塔结构, 而兼具收敛与发散特

征的称为菱形(钻石)结构, 形成了更清晰、互斥的

分类体系。  

特别地, 每一种 AHS 均可从外部形状与内部

结构两个方面进行描述。其中, 外部形状通过有

向无环图直观呈现属性之间的先决关系, 而内部

组织则规定了在某一层级结构下可能存在和不可

能存在的属性掌握模式(Attribute Mastery Pattern, 

AMP)。表 1 展示了 4 种 AHS 的外部形状和内部

结构。 

AHS 在诊断性测验设计、教学设计与评估、

学习路径规划和个性化学习推荐等方面都具有重

要的指导意义。合理的 AHS 具有多重价值。理论

上, AHS 能够有效减少潜在类别的数量, 提高诊

断模型参数估计的精度与模型拟合度, 并减少获 
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表 1  四种属性层级结构的外部形状和内部结构 

线性 金字塔型 倒金字塔型 钻石型 

外部形状 内部结构 外部形状 内部结构 外部形状 内部结构 外部形状 内部结构

 

(000) 

 
 

(000) 

 

(000) 

 

(00000) 

(100) (100) (100) (00001) 

(010) (010) (010) (00011) 

(001) (001) (001) (00101) 

(110) (110) (110) (00111) 

(101) (101) (101) (01111) 

(011) (011) (011) (11111) 

(111) (111) (111)  

注: 表中加粗的 AMP 代表可能存在的 AMP; 钻石结构中因为 AMP 太多, 图中仅显示可能的 AHS。 

 

得稳定参数所需的样本量, 特别是在高维属性与

多题目测验情境中能显著提升计算效率(Tu et al., 

2019)。实践中, AHS 通过约束教学路径空间与教

学策略的搜索范围, 不仅为差异化教学提供重要

支撑, 还能有效降低个性化智能辅导系统中生成

可行教学决策的计算成本 (Brunskill & Russell, 

2010)。然而, 错误的 AHS 可能带来更为隐蔽的风

险。Liu (2018)的研究表明: 错误的 AHS 会改变模

型所允许的 AMP空间, 进而导致学生认知断点和

后续补救路径产生系统性偏差。尤其是高层先决

关系的错误往往通过层级传递引发级联性误判 , 

增加诊断误差。Liu 还指出, 模型拟合指标通常对

AHS 的错误指定并不敏感, 即便在层级严重失配

的情况下, 模型仍可能呈现“拟合良好”的统计假

象。大量研究都表明教育与心理领域中普遍存在

AHS (Leighton & Gierl, 2007; Templin & Bradshaw, 

2014; Wang & Gierl, 2011)。因此, AHS 并非可忽

略的附属设定, 而是连接课程目标、测验结果与

学习路径的关键环节, 其合理性关系到认知诊断

的科学性、评估的准确性与教学干预的有效性。 

目前, 主要有两种途径获得 AHS。一是认知

驱动的质性分析方法, 即通过分析领域知识与被

试作答项目的认知过程, 采用任务分析、口语报

告和专家判断等方法获得 AHS。该方法虽然可解

释性强, 但容易受主观理解与判断的影响, 可靠

性不足; 特别是在结构复杂的情境下, 不仅费时

费力, 而且难以获得一致的结果。二是数据驱动

的量化分析方法, 即依据作答数据, 运用假设检

验、结构学习和参数估计等视角获得 AHS。该方

法较少受主观经验的影响, 能够建构一般性分析

框架, 可重复性强且适用情境广; 但其准确性往

往受到样本规模、属性个数和层级结构等因素的

影响。尽管如此, 量化分析法备受研究者青睐, 已

得到广泛的关注(Templin & Bradshaw, 2014; Tu 

et al., 2019; Zhang et al., 2025a)。 

现有 AHS 量化分析方法可以从多个角度进

行分类: 按照目的, 可分为 AHS 的验证与估计; 

按照分析视角, 可分为基于假设检验、贝叶斯结

构学习和参数估计的方法; 按照实现方式, 可分

为直接和间接分析方法; 按照是否依赖模型, 可

以分为参数化和非参数化方法; 按照分析的数据, 

可分为基于 Q 矩阵(Tatsuoka,1995)、作答数据和

被试 AMP 的方法。特别地, 梳理它们的建构思路

可知, 潜变量模型是参数化方法的出发点, 决定

了方法的目的、分析视角和实现方式。纵观其发

展路径, 又体现了对灵活建模和数据驱动方法的

日益关注: 在目的上, 形成了由验证 AHS 到估计

AHS、联合估计属性个数与 AHS、再到联合估计

AHS、Q 矩阵和项目参数; 在模型基础上, 由测量模

型、结构模型和潜类别模型逐步向模型融合发展。 

综上, 本文将基于潜变量建模方式, 结合假

设检验、贝叶斯结构学习和参数估计视角系统梳

理 AHS 的估计和检验方法, 以期揭示方法的基本

思想与应用场景, 为方法的选用提供依据和新方

法的构建提供思路。本文的结构如下: 第一部分

介绍认知诊断中潜变量建模的一般框架、测量模

型和结构模型; 第二部分分别针对 AHS 的检验和

估计方法, 介绍各类方法的理论依据、思路与过
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程, 评析方法间的联系和区别、优势与不足; 最后

进行总结与展望。 

2  认知诊断评估中潜变量建模 

认知诊断评估以潜变量建模为基本框架, 通

常包括结构模型和测量模型。前者用于刻画潜在

变量之间的依赖关系及其分布特征; 后者用于描

述观测变量与潜在变量之间的映射机制。在这一

框架中, 潜类别模型为刻画潜变量与观测变量的

关系提供了一般形式; 诊断分类模型属于测量模

型, 通过项目反应函数表征作答项目的认知过程; 

而贝叶斯网络结构模型则以概率图方式对结构模

型进行直观表达与结构化建模。 

为统一表述, 约定符号如下: 用 I、J、K 和 M

分别表示被试、项目、属性和潜在类的数量; i、j、

k 和 m 分别对应被试 i、项目 j、属性 k 和潜在类

m; jq 表示项目 1,2 ,( )j j J  考查的属性向量 , 

 表示被试的知识状态 , ε 表示属性层级结构 ; 

I JX 和 ijx 分别表示 I 个被试在 J 个项目上的作答

反应矩阵和被试 i 在第 j 题上的作答反应。潜变量

建模中包括项目参数与结构参数。项目参数用于

刻画项目反应概率与潜类别的关系。例如, 潜类

别模型中项目参数为每个潜类别正确作答项目 j

的概率向量 1 2=( , , , )j j j jM  Θ  (Ma et al., 2022); 

GDINA 模型中项目参数表示为各阶效应参数向

量 0 1 , ' ,(12 )=( , , , , , )j j j j kk j K   δ   。结构参数则用

于描述潜类别的分布特征, 例如第 m 个潜类别占

总体的比例 m  (Zhang et al., 2025a)。 

2.1  潜类别模型(Latent Class Model, LCM) 
在教育测量中, 潜类别模型代表了被试的潜

在类别与项目作答反应之间的关系。对属于潜在

类别 m 的被试而言, 其正确作答项目 j 的条件概

率表示为 jm , 即 ( 1| )ij jmP x m   。于是 , 给定

反应矩阵 I JX 、项目参数 J MΘ 和结构参数 π , 在

局部独立性假设下, 全体被试反应的边际对数似

然函数为:  

 1

=1 =1 1

log ( log[ (1 )| ) ]ij ij

I M J
x x

m jmjm
i m j

L    



   Θ, 。Xπ  (1) 

从统计建模角度看, LCM 通过有限混合分解

将总体划分为若干具有异质性作答概率的潜在类

别以解释群体作答差异。该模型具有较强的灵活

性, 参数估计方法完善, 无需预先设定 Q 矩阵和

AHS, 在探索性分析中具有一定优势。然而, LCM

本身是一种纯粹的统计分类模型, 并不预设潜类

别所对应的认知结构 , 项目参数 jm 也不反映被

试与项目特征之间的交互作用, 解释性有限。此

外 , 随着潜类别数量增加 , 模型参数迅速扩张 , 

在样本量有限的情况下可能导致模型识别困难、

估计不稳定或过拟合问题。于是, 研究者通常在

LCM 框架下引入结构性约束、设定 Q 矩阵、施加

单调性假设等条件, 以提升模型的解释力与可操

作性。 

2.2  诊 断 分 类 模 型 (Diagnostic Classification 
Models, DCMs) 
在 DCMs 中, 潜在类别常用 K 个属性的掌握

状态来表征, 并用统计模型对被试知识状态、项

目特征和作答反应的关系建模, 可解释性强, 是

一类验证性模型。 

熟知的 DCMs 包括 DINA 模型、DINO 模型、

广义 DINA 模型(Generalized Deterministic Inputs, 

Noisy “And” gate model, GDINA)、对数线性认知

诊断模型(Log-Linear Cognitive Diagnosis Model, 

LCDM)和层级诊断分类模型(Hierarchical Diagnostic 

Classification Model, HDCM) (de la Torre, 2011; 

Henson et al., 2009; Templin & Bradshaw, 2014)等

等。其中, DINA 和 DINO 模型简单易懂, 但难以

刻画复杂的认知过程 ; 相比而言 , GDINA 和

LCDM 具有一般性, 应用更为广泛; HDCM 则在

LCDM 的基础上依据 AHS 对项目参数进行限制, 

在反映 AHS 方面具有一定优势。总体而言, 不同

DCMs 在参数设定、假设条件、关系表达及适用

情境等方面各具特点, 已形成了较为丰富的测量

模型体系。 

2.3  叶斯网络模型 (Bayesian Network Models, 
BNMs) 
一个完整的贝叶斯网络可以用二元组 BN = 

(G; F )表示。其中, G = (V, E)由随机变量 V 和有

向弧集 E 组成, 并通过有向无环图(Directed Acyclic 

Graph, DAG)描述变量之间的关系; F 表示各个节

点条件概率分布的参数集。贝叶斯网络模型作为

一类结合概率论与图论的概率模型, 对 AHS 具有

较好的表达力。例如, 图 1 所示的贝叶斯网络结

构图展示了 4 个属性的层级结构, 以及它们与 4 个

项目的关联。 
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图 1  同时表征 AHS、项目与属性关系的贝叶斯网络结

构图 

 

根据局部马尔可夫性质, 对于任意的属性节

点 kN , 在给定其父节点集合 Pa( )kN 的条件下 , 

kN 与网络中所有非子孙节点条件独立。于是, 基

于各节点的条件概率分布 ( |Pa( )k kP N N ), 可将各

属性掌握状态的联合概率分布分解为:  

 
1 2

1

( , , , ) ( | ( ))
K

K k k

k

P N N N P N Pa N


 。   (2)  

其中, ( |Pa( )k kP N N 可以用不同方式定义。以三个

存在线性结构的属性为例 , 假设 1A 是 2A 的先决

属性, 2A 是 3A 的先决属性。Hu 和 Templin (2020)

提出贝叶斯推理网络(Bayesian Inference Networks, 

BIN)允许被试在没有掌握父属性的情况下仍有

一 定概率掌握子属性。于是 , 结构参数可由

1 2 1 2 1 3 2( 1), ( 1| 1), ( 1| 0), ( 1| 1)P A P A A P A A P A A      

和 3 2( 1 | 0)P A A  五个参数表示。Lee 和 Gu (2024)

提出潜在合取贝叶斯网络 (Latent Conjunctive 

Bayesian Network, LCBN)则假设只有被试掌握了

某个属性的所有父属性时 , 才有一定概率掌握

该属性; 若至少一个父属性未被掌握, 则掌握该

属 性 的 概 率 为 0 。 这 时 , 只 需 要 1( 1),P A   

2 1( 1 | 1)P A A  和 3 2( 1 | 1)P A A  三个结构参数。

近 20 年来, 贝叶斯网络作为刻画复杂依赖关系的

重要工具 , 已逐步应用于教育测量领域 (Hu & 

Templin, 2020)。 

认知诊断情景中, BNMs 是表征属性层级结

构的概率图模型, 而 DCMs 可视作 LCM 的具体化

形式, 三者并非相互独立, 而是逐渐趋于融合。除

BIN、LCBN 外, BNMs 融入 CDA 的研究还比如: 

Zhan 等人(2020)与 Zhan 和 He (2021)运用序列掌

握树思想建立 AHS 下条件概率分布参数集, 分别

提出序列高阶潜在结构模型和层级纵向诊断模型; 

Li 等人(2022)针对不同父节点数量构建了从父属

性掌握状态到子属性掌握概率的贝叶斯网络传播

机制, 并借助机器学习算法提出基于贝叶斯网络

的层级认知诊断框架。 

总体上, AHS 研究的演进与潜变量模型的发

展密切相关。在认知诊断研究初期, 研究者通过

模型拟合比较或结构参数的显著性检验考察预设

AHS 的合理性。与此同时, BNMs 在表达 AHS 方

面的优势受到关注, 贝叶斯结构学习算法被用于

估计 AHS。进一步, 由于 LCM 弱化了对结构模型

和测量模型的假设, 研究逐渐转向 Q 矩阵及 AHS

的联合估计, 通过估计结构参数来恢复 AHS。随

着 BNMs 与 DCMs 不断融合, 研究进一步向高维

属性情况下联合估计 AHS 与模型参数推进。 

3  属性层级结构的检验 

现有检验 AHS 的思路主要有两种: 一是, 通

过比较嵌套层级结构的模型拟合度来检验 AHS; 

二是, 推断预设 AHS 下所有不可能属性掌握模式

的结构参数是否显著为零来检验 AHS。 

3.1  基于模型拟合比较的 AHS 检验方法 

DCMs 框架下, 检验 AHS 的一种常见方法是

对预设层级结构 0 和饱和层级结构  的模型拟合

度进行似然比检验(Likelihood Ratio Test, LRT)。

0Ω令 和 Ω 分别表示 0 和  所对应的参数空间。

该方法首先计算检验统计量:  

 
0 = 2[sup log ( ) sup log ( )]LR L L     Ω Ω 。

 
(3) 

然后, 以两模型参数个数的差作为自由度进

行渐近卡方检验。若检验结果不显著, 则从模型

简洁性考虑接受预设 AHS 的合理性。LRT 计算简

单且易于实现, 常用于检验潜变量模型对 AHS 的

表征能力。例如, Templin 和 Bradshaw (2014)通过

LRT 证明, 与 DINA 和 DINO 相比, HDCM 能够较

好地检验 AHS。又如, Hu 和 Templin (2020)探讨

了 HDCM、BIN 和饱和 DCMs 中结构参数的关系, 

然后通过 LRT 证明 BIN 在表征 AHS 方面优于

HDCM。 

Ma 和 Xu (2022)给出了 AHS 可检验的概念和

充分条件, 并深入考察了 LRT 的性质。他们指出, 

当 DCMs 中部分参数的真值位于参数空间的边界

时, LRT 缺乏正则性条件, 导致检验统计量不再

服从标准卡方分布。特别地, 当项目数量较多或

参数接近边界时, 统计量向理论极限分布逼近的

速度更慢, 这导致 LRT 在有限样本量时的检验效

能较差。于是, 他们提出采用 Bootstrap 方法, 通

过重复抽取多个与原样本容量相同的样本获得

LRT 统计量的抽样分布, 并根据原样本的 LRT 统
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计量在该抽样分布中的概率进行统计推断。根据

重复抽样的方式 , 可以分为参数化和非参数化

Bootstrap LRT 检验方法: 前者基于原样本的参数

估计值生成新样本; 后者从原样本中进行有放回

抽样。Ma 和 Xu 在不同模型、样本量和项目质量

的条件下, 系统比较了上述三种方法的表现。结

果表明, 参数化 Bootstrap LRT 的表现最优, 非参

数化 Bootstrap LRT 和传统 LRT 在不同实验条件

下各有优劣。然而, Bootstrap LRT 方法依赖重复

抽样, 其检验效能易受原样本质量的影响, 且计

算成本也随样本量增大而增加。 

3.2  基于结构参数检验的 AHS 检验方法 

属性层级结构决定了可能的 AMP, 与 AHS不

一致的 AMP 对应的结构参数真值为 0。于是 , 

Zhang 等人(2025a)提出对不合理 AMP 的结构参

数进行 Wald 检验, 以验证预设 AHS 的合理性。

该方法首先在饱和模型下估计项目参数和结构参

数, 然后根据预设 AHS 确定需要检验的结构参数

并构建约束矩阵 R, 最后利用结构参数估计值的

协方差矩阵 ( )Σ̂ π,π 计算 Wald 检验统计量:  

 
( ) 1ˆˆ ˆWald=( ) ( ) ( ) Σ π,πRπ R R Rπ 。 (4) 

若检验结果不显著, 则表明尚无足够证据拒

绝预设 AHS。他们进一步比较了基于经验交叉相

乘信息矩阵(Empirical Cross-product Information 

Matrix, XPD)的 Wald 检验(Wald-XPD)、基于观察

信息矩阵 (Observed Information Matrix, Obs)的

Wald 检验(Wald-Obs), 以及 LRT 在验证 AHS 中的

表现。结果表明, 就运行效率而言, Wald-XPD 方

法优于 LRT 方法, Wald-Obs 方法最低; 就经验第 I

类错误率而言, Wald-XPD 在多数情形下表现较为

稳健, Wald-Obs 在属性数量较多且项目质量中等

时表现最好, 而 LRT 在项目质量较高时过于保

守、在项目质量较低时又容易导致第 I 类错误膨

胀, 整体稳定性相对较差。 

3.3  属性层级结构检验方法的评价 

LRT 方法往往因检验统计量的实际分布与渐

近分布存在较大偏差, 影响其对第 I 类错误率的

控制和检验功效 ; 参数化和非参数化 Bootstrap 

LRT 解决了 LRT 渐近分布非标准形式的问题, 但

它们在大规模应用中计算成本较高。与 LRT 相比, 

Wald 检验计算更简单, 在大部分条件下能够更好

地控制第 I 类错误率, 检验功效更高且小样本条

件下结果更稳定(Zhang et al., 2025a)。然而, 上述

研究考察的属性数量均在 5 个以内, 尚未在更复

杂条件下充分验证这些方法的准确性和稳定性。 

总体上, LRT 和 Wald 方法考虑 AHS 的整体约

束, 思路简单易懂, 但一次只能比较一对嵌套模

型。特别地, 针对两种非嵌套关系的层级结构, Ma

和 Xu (2022)建议选择与饱和结构相比显著性概

率更大的结构。另外, 当 LRT 和 Wald 检验证伪预

设 AHS 时, 可以进一步结合 Z 检验或单参数 Wald

检验逐个检验哪些结构参数显著大于 0, 以获得

可能的 AMP, 也可通过逐一约束结构参数后比较

模型拟合度的变化来探索 AHS。 

4  属性层级结构的估计  

早期 AHS的研究主要在既定 DCMs框架下检

验预设结构的合理性。事实上, AHS 往往并非已

知。与此同时, HDCM和 BIN的提出开始探讨 AHS

的表征问题。于是, AHS 研究逐渐从“验证 AHS”

转向“从数据中估计 AHS”。至今, 已形成基于结

构参数显著性检验、贝叶斯网络结构学习和参数

估计三种估计 AHS 的思路。 

4.1  基于结构参数检验的 AHS 估计方法 

这类方法的基本思想是通过对饱和模型的结

构参数逐一进行显著性检验 ,  获得所有可能的

AMP 之后推导 AHS。例如, Liu 等人(2022)基于经

验交叉相乘信息矩阵、观察信息矩阵和三明治协

方差矩阵提出了估计结构参数标准误的方法, 并 

通过结构参数 Z 统计量
ˆ

ˆSE( )
m

m
Z




 检验来获得 

AMP, 进而估计 AHS。事实上, 不合理 AMP 的结

构参数估计值往往接近于 0甚至等于 0, 容易使得

信息矩阵不稳定或奇异 , 带来标准误估计偏差 , 

破坏渐近正态性假设, 从而影响 Z 检验的有效性。

针对该问题, Zhang等人(2025b)提出迭代 Z检验方

法。该方法从饱和模型参数估计出发, 通过“约束

—重新估计—检验”的迭代过程, 逐步剔除不可能

的 AMP, 直到所有结构参数估计值大于预设阈值

且 Z 检验显著, 从而恢复 AHS。 

Z 检验提供了简便的估计思路, 但其有效性

受限于信息矩阵不稳定或奇异的问题。迭代 Z 检

验通过在模型估计过程中逐步识别并约束接近 0

或不显著的结构参数, 有效改善了这一问题。模

拟研究显示, 在大多数测验情景下, 其第 I 类错误

率和统计功效均优于 Z 检验。但是, 它们通过多
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次逐个检验结构参数, 过程繁琐、效率不高, 且需

要考虑多重检验带来的第 I 类错误率问题。 

4.2  基于贝叶斯网络结构学习的 AHS 估计方法 

贝叶斯网络结构学习算法通常将估计的

AMP 作为观测数据, 采用基于评分(score-based)

或基于约束 (constraint-based)的结构学习算法来

估计 AHS。K2 算法(Cooper & Herskovits, 1992)、

爬山算法 (Hill Climbing, HC) (Scutari & Denis, 

2014)和极大极小爬山算法(Max-Min Hill Climbing, 

MMHC) (Tsamardinos et al., 2006)是三种经典的

贝叶斯网络结构学习算法。它们在初始结构、搜

索策略和评分函数上均存在差异。K2 算法根据预

设属性间的拓扑排序, 采用贪婪搜索策略, 按顺

序为每个节点添加父节点, 通过最大化 K2 评分

函数确定最优结构。HC 算法将空图、随机网络、

完全图或者专家指定的结构作为初始网络, 通过

加边、删边或反向操作生成备选网络结构, 并依

据评分函数(如 BIC、BDeu)选择当前最优结构, 迭

代更新至收敛。而 MMHC 算法先利用极大极小父

与子算法构建网络骨架以限制结构搜索空间, 随

后采用 HC 算法确定最终的网络结构。 

目前 , 研究者已将 K2 算法、HC 算法和

MMHC 算法用于估计 AHS (马奕帆, 2021; 王军, 

2012; 汪玲玲, 孙小坚, 2025; 喻晓锋, 2009; 喻

晓锋 等, 2021)。总体上, 就不同 AHS 而言, 三种

算法对线性和发散型结构的判准率最高, 对无结

构和收敛型的表现较差; 就属性条件而言, 二分

属性下的判准率优于多分属性的结果 (马奕帆 , 

2021)。此外, 喻晓锋等人和马奕帆一致发现样本

量对 K2 算法影响不大, 但评分阈值会影响其表

现, 且对不同 AHS 的影响不同。 

此外 , 汪玲玲和孙小坚(2025)将条件独立性

检验方法用于联合修正 AHS 和 Q 矩阵。其基本

步骤为: 首先根据作答数据、初始 Q 矩阵和 AHS

估计知识状态; 然后从饱和贝叶斯网络模型出发

检验各边强度, 保留显著的边, 得到初步修正的

Q 矩阵和 AHS; 接下来针对每一个被修正的元素, 

比较修正前后模型的拟合指标(如 BIC、BDeu), 保

留拟合更优结构。循环这三步, 直到模型拟合不

再显著改善, 从而获得 Q 矩阵和 AHS。 

结构学习算法建模直观, 并依托较成熟的贝

叶斯网络结构学习体系。总体上, K2 算法最简单

表现较好; MMHC 和 HC 的表现相近但不及 K2 算

法。相比之下, 条件独立性检验方法则通过“估计—

检验—修正—择优”的迭代机制, 考虑到 AMP 估

计与 AHS 和 Q 矩阵的相互影响, 能有效修正 Q
矩阵和 AHS, 但其稳定性仍受项目数量、项目质

量和样本量的影响。这些方法都可以采用参数化

或非参数方法估计 AMP, 并将其作为观测数据来

分析 AHS。类似地, 颜玉枝(2022)基于排序理论

提出, 首先根据被试 AMP计算属性相关强度矩阵

(Attribute Correlation Intensity Matrix, ACIM), 用

于表征“未掌握前提属性却掌握后续属性的比例”; 

然后, 基于 ACIM 计算层级指标矩阵用于表征属

性所在的层级顺序; 最后依据临界值判断不同层

之间是单独成层还是合并层级, 在此基础上恢复

属性层级结构, 简称为 ACIM 方法。ACIM 方法

可不依赖 DCMs, 属于非参数化方法。该方法不受

样本量影响、计算简单, 在小样本(50 人)中同样

表现较好(颜玉枝, 2022; Yan et al., 2025)。另外, 

Yan 等人(2025)研究表明, ACIM 方法在不同实验

条件下对 AHS 的判准率和计算效率都显著优于

MMHC 方法。 

4.3  基于参数估计的 AHS 估计方法 

贝叶斯结构学习算法中 AMP 估计和 AHS 估

计通常被视作两个相对独立的过程, 这在一定程

度上忽视了二者的内在关联。相比之下, 参数估

计方法主要基于惩罚边际极大似然估计(Marginal 

Maximum Likelihood Estimation, MMLE)和贝叶

斯联合估计(Bayesian Joint Estimation)两种方法

展开。前者在边际似然函数中加入惩罚项控制模

型复杂度, 并通过 EM 算法获得结构参数进而估

计 AHS; 后者将 AHS、结构参数、AMP、项目参

数和项目反应同时纳入贝叶斯框架建立后验分布, 

并采用 MCMC 算法估计 AHS。 

4.3.1  基于惩罚 MMLE 的 AHS 估计方法 

惩罚 MMLE 方法的思想是通过在目标函数

中加入惩罚项以控制参数数量、避免过拟合和提

高估计精度。注意到, DCMs 中项目特征参数常与

项目考察的属性相关, 且一个项目通常不会考察

所有属性。对于仅在项目未考察的属性上存在差

异的潜类别而言, 其在项目上具有相同的反应分

布。于是, 潜类别比例和项目参数成为边际极大

似然函数中施加惩罚的主要对象。Wang 和 Lu 

(2021)、Ma 等人(2022), 以及 Lee 和 Gu (2024)均

运用该思想估计 AHS。 
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首先, Wang 和 Lu (2021)基于 LCM 框架采用

正则化潜类别建模 (Regularized Latent Class 

Modeling, RLCM)方法(Chen et al., 2017)估计结

构参数, 分析 AMP 的偏序关系, 恢复 AHS。该

方法在对数似然函数 log ( | )L Θ,π X 中对项目参数

施加平滑裁剪绝对偏差惩罚(Smoothly Clipped  

Absolute Deviation Penalty, SCAD): 
1

SCAD

1 1

J M

j m

N P


 

    

( 1)( )j m jm  。其中, SCAD
( 1)( )j m jmP   将差异较

小的 ( 1)j m  和 jm 合并为一类 , 从而减少不必要

的项目参数。注意到 LCM 框架中 jm 并未明确项

目特征参数, 难以解释项目间的差异。于是, 他们

提出在 LCDM 中运用潜变量选择(Latent Variable 

Selection, LVS)方法(Chen, Liu, et al., 2015; Xu & 

Shang, 2018), 即在边际极大似然函数中将项目参

数 0 1 ,12 ,( 1) ,12( , , , , , , , , )j j jK j j K K j K         作 为

惩罚对象。具体而言, 通过对项目参数集 Δ 施加 

非零正则化约束
2 -1

1 1

( 0)
KJ

jl

j l

I 
 

 建构目标函数:  

 

2 1

( , )

1 1

[ log ( , ) ( 0)]
KJ

jl

j l

argmin L I 


 

  π | X  , (5) 

进行参数估计进而探索 AHS。 

其次, 借鉴 RLCM 和 LVS 方法对项目参数

施加惩罚, Ma 等人(2022)基于 LCM 框架提出惩

罚似然函数方法(Penalized Likelihood Approach, 

PLA)。该方法不仅对项目参数施加分组截断套

索惩罚 , (  )N jJ   (Shen et al., 2012)实现项目合

并 模 式 , 同 时 对 结 构 参 数 施 加 对 数 型 惩 罚

1 [ ]log N m   (Gu & Xu, 2019)以使部分结构参数

收缩为 0, 得到以下目标函数:  

 

( )

1 [ ] 2 ,

1 1

[ log ( | )

log ]( ) ,N

M J

m N j

m j

argmin L

J     
 

 

 

Θ, Θ,π π X
  (6) 

通过估计参数恢复 AHS。 

再次, 不同于 RLCM、LVS 和 PLA 采用“先正

则化估计再恢复 AHS”的思路, Lee 和 Gu(2024)基

于 LCBN 提出了“先结构学习再估计参数”的两阶

段分析方法。其中第一阶段在边际似然函数中对

结构参数施加对数惩罚建构目标函数:  

( , ) [ ]

1

log ( , ) log )N

M

m

m

argmin L  


 
 
 
 

π π | X   (7) 

通过 EM 算法估计 m 并筛选显著 AMP 后恢复

AHS。第二阶段在固定 AHS 的条件下, 采用另一

个 EM 算法估计 LCBN 的结构参数和项目参数。 

上述 4 种方法除了惩罚项的构建方式不同之

外, 还存在以下差异。第一, 在输入信息方面, 除

了反应矩阵外, RLCM 还需输入属性个数 K; PLA

仅需输入潜在类别数量的上界; 而 LVS 和 LCBN

要求给定 Q 矩阵, 且满足模型可识别性条件。第

二, 在模型方面, RLCM 和 PLA 基于 LCM、LVS

基于 DCMs、而 LCBN 融合了贝叶斯网络和 DCMs; 

第三, 在 AHS 恢复过程方面, RLCM、PLA 和

LCBN 基于结构参数估计潜类别的偏序矩阵, 进

而恢复 AHS(详细步骤参见 Ma et al., 2022); LVS

通过设定结构参数阈值筛选可能的潜类别来恢复

AHS。第四, 在结果方面, 当测验考察 4 个属性时, 

LVS 对 AHS 的判准率均在 90%及以上, RLCM 的

判准率大多低于 10% (Wang & Lu, 2021); PLA 对

潜类别数量和 AHS 恢复上的判准率相似, 绝大部

分达到 95%以上(Ma et al., 2022); 而 LCBN 在测

验考察 8 个属性、AHS 结构复杂且样本量较小

(500)的情形下, 对 AHS的判准率大都能达到 94%

以上(Lee & Gu, 2024)。 

总体上, RLCM 和 PLA 不对 LCM 施加约束, 

具有一定的灵活性和通用性; LVS 指定测量模型

具有更强的解释性, 其表现显著优于 RLCM; 与

RLCM 和 LVS 相比, PLA 在已知条件更少的情况

下能同时估计属性数量、AHS 和 Q 矩阵, 且表现

较好; LCBN 整合了结构模型和测量模型, 减少了

结构参数数量, 能处理复杂结构与高维属性情况, 

具有较好的应用潜力。此外, 它们都需要结合信

息准则或模拟实验对惩罚项的权重进行调优, 调

优过程费时费力, 且调优参数会影响方法的稳定

性和结果的可重复性。特别地, Ma 等人(2022)发

现调优参数对结果的影响比样本量的影响更大。

因此, 如何设置调优参数、如何选择惩罚函数以

及模型融合等都是值得深入研究的问题。 

4.3.2  基于贝叶斯参数估计的 AHS 估计方法 

Chen 和 Wang(2023)与 Wang 等人(2026)均在

DCMs 框架下运用贝叶斯参数估计, 通过 MCMC

抽样估计 AHS。具体而言, Chen 和 Wang 采用一

般贝叶估计方法(General Bayesian Estimation Method, 

GBEM)构建 AHS、结构参数、AMP、项目参数和

作答反应的联合分布。其中, 被试 AMP、结构参

数和项目参数由 Gibbs 采样更新; AHS 则通过传
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递 约 简 策 略 缩 小 DAG 搜 索 空 间 , 并 借 助

Metropolis-Hastings 算法构造随机游走进行后验

搜索与更新。相比之下, Wang 等人提出新贝叶斯

估 计 方 法 (Novel Bayesian Estimation Method, 

NBEM), 从研究目的、算法实现和实验设计方面

拓展了 Chen 和 Wang 的研究。首先, 研究目的从

“已知 Q 矩阵条件下估计 AHS”拓展到“联合估计

Q 矩阵与 AHS”; 其次 , 算法实现上 , 他们引入

mini-batch 策略提高计算效率, 并采用标签重排

技术处理 MCMC 采样中 Q 矩阵、AHS 和属性标

签可能发生转换的问题; 再次 , 实验设计上 , 除

了样本量、AHS 类型和测验长度外, Wang 等人还

系统考察了 mini-batch 大小和 AHS 判定截断值对

估计结果的影响。 

Chen 和 Wang 的研究结果表明, GBEM 方法

在已知 Q 矩阵的条件下能够较好地恢复真实 AHS

或其子图, 并较准确地估计被试 AMP 和项目参

数。具体来看, 在 4 个属性条件下, AHS 的判准率

在 20 题时超过 70%、在 40 题时可达到 75%~89%; 

即使增加到 7 个属性、40 个测验项目, 其判准率

仍在 80%以上。Wang 等人研究发现, 即使 Q 矩阵

和 AHS 均未知, NBEM 方法仍能取得较好效果: 

多数条件下邻接矩阵和 Q矩阵的判准率超过 80%, 

在 1000 人、40 题条件下可达 98%以上。总体上, 这

类方法能够刻画 AHS 中先修关系的不确定性, 为

结构解释提供更丰富的信息, 但同时也存在参数

多、模型复杂和计算负担重等问题。 

4.4  AHS 估计方法的评价 

AHS 的外部表征、内部结构与条件概率分布

是 AHS 的灵魂。结构参数的假设检验、贝叶斯结

构学习和参数估计是估计 AHS 的三种主要分析

视角。它们在分析思路、结果评价方式和不同 AHS

类型的判准率差异反映了不同方法的特点。 

首先, AHS 的分析思路不同。结构学习算法

采用“先估计被试 AMP 再学习结构”的思路, 但

AMP 与 AHS 相对独立, 被试 AMP 的估计误差会

影响后续 AHS 的学习, 产生类似“插补偏差”的问

题。假设检验和参数估计将结构参数和项目参数

视作整体: 前者依据结构参数估计值建构可能的

AMP 空间来恢复 AHS; 后者根据 AHS、AMP、

项目特征与作答反应的联合分布来估计 AHS。这

两类方法同时处理 AMP、AHS 和项目参数的不确

定性, 但也面临参数多、收敛困难和计算成本高

等问题。实践中应结合样本量、题目质量、计算

资源和结果需求进行方法选择。 

其次, AHS 的评价方式不同。假设检验方法

重在报告每一类 AMP 的一类错误控制率和统计

检验力(Zhang et al., 2025b); 贝叶斯结构学习算

法则多报告 AHS 估计中平均多弧、少弧和逆向弧

数量 ( 喻晓锋等 , 2021; 马奕帆 , 2021); 惩罚

MMLE 方法关注 AMP 中正确偏序的判准率(Ma 

et al., 2022); 贝叶斯参数估计中除报告了 AHS 中

各边的后验纳入概率、估计 AHS 属于真实结构子

图的比例以及估计 AHS 包含错误边或错误方向

的比例(Chen & Wang, 2023) 外, Wang 等人(2026)

还报告了邻接矩阵和可达矩阵中真实直接边的检

出率和不存在直接边的排除率。此外, Yan 等人

(2025)还报告了 AHS 中两两属性间关系恢复的准

确率、识别出来的属性关系比真实关系多了(漏了)

多少的比率。这些指标除了反映方法特征外, 还

从不同侧面评价了 AHS 估计结果的错误类型和

结果稳定性。实践中应选择多维评价指标, 以全

面分析结果优劣。 

再次, 对不同 AHS 类型的返真性结果不同。

迭代 Z 检验中对线性结构的一类错误率更高; 惩

罚 MMLE 方法中, PLA 对无结构型的恢复略差; 

结构学习算法中, K2、HC 和 MMHC 对收敛型或

无结构型的表现更差; 贝叶斯参数估计中, NBEM

方法在线性结构上恢复能力稍弱。其原因可能是: 

Z 检验方法易受 AMP 的数量和结构参数标准误的

影响; 正则化参数估计方法易受 AMP 数量的影

响; 结构学习算法易受结构复杂度和搜索策略的

影响; 而 NBEM 方法则易受项目考察的属性模式

和被试 AMP 分布均衡度的影响。当然, 研究展现

出的差异和原因还有待进一步比较分析。 

值得关注的是, 汪玲玲和孙小坚(2025)、Ma

等人(2022)、Wang 等人(2026)和 Lee 和 Gu (2024)

均探讨了“Q 矩阵和 AHS”的联合估计或修正问

题。特别地, Lee 和 Gu 提出的 LCBN 基于 AHS

对结构参数建模, 显著降低了结构参数数量, 为

处理高维属性提供一种可行的思路。其“先估计

AHS 再估计模型参数”的两阶段策略使结构学习

与参数估计的先后关系更符合逻辑。另外, 颜玉

枝(2022)提出的 ACIM 方法是非参数化方法的代

表, 不受限于样本量且表现较好。总体上, 这些研

究都代表了 AHS 分析的发展方向。 
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5  结论和展望 

属性层级结构是认知诊断理论与实践的重要

组成部分。合理的 AHS 不仅有助于提高被试的分

类准确性和参数估计精度, 也为制定有效的教学

策略和个性化学习推荐提供重要依据。本文基于

认知诊断潜变量建模方式系统梳理了 AHS 的检

验和估计方法, 总结了其研究脉络和发展趋势。

总体上, 围绕 AHS 的检验和估计问题, 现有研究

逐步形成了三类分析思路。其一是显著性检验 , 

主要在 DCMs 框架下通过模型拟合检验或结构参

数检验来验证或估计 AHS; 其二是贝叶斯结构学

习, 主要在 BNMs 框架下借助贝叶斯网络结构学

习算法来估计或修正 AHS; 其三是参数估计, 既

包括在 LCM、DCMs 或融合 BNMs 与 DCMs 框架

下的正则化 MMLE 参数估计方法, 也包括融合

BNMs 与 DCMs 框架下的贝叶斯参数估计方法估

计 AHS。AHS 的研究呈现出以下发展脉络: 在目

标上, 从验证 AHS 逐步拓展到估计 AHS、联合估

计属性个数和 AHS, 以及联合估计 Q 矩阵与 AHS; 

在内容上, 从描述 AHS 的外部形状转向刻画内部

结构的概率关联 ; 在模型基础上 , 则由 LCM、

DCMs 或 BNMs 的单一潜变量建模框架逐渐走向

融合建模。 

实践中的一个关键的问题是: 如何依据先验

信息选择合适的分析方法？一般而言, 当对测验

属性缺乏先验认知时, 可采用 PLA 方法同时估计

K、潜类别特征及 AHS; 若属性个数已知, 可采用

RLCM 方法估计 AMP 并重建 AHS; 当对 AHS 有

初步认识但尚不明确测量模型时 , 可借助 K2、

HC、MMHC 或 ACIM 方法; 当对 Q 矩阵及测量

模型有一定先验信息时, 可以选用惩罚 MMLE、

贝叶斯参数估计、Z 检验或迭代 Z 检验等方法; 而

在 Q 矩阵、AHS 及测量模型均有明确预设时, 可

采用 LRT、Bootstrap 近似 LRT 或 Wald 检验来验

证 AHS, 也可以运用条件独立性检验来联合修正

Q 矩阵和 AHS。图 2 展示了实践中方法选择的基

本思路。未来研究可从优化方法的关键要素、丰

富实验条件、拓展应用场景, 以及创新研究思路

等方面继续推进。 

 

 
 

图 2  实践中选用 AHS 分析方法的路径图 
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5.1  重构方法的关键要素, 改进现有方法 

从方法构成来看, 每一类方法都有一些相同

的关键要素。例如, 显著性检验中的检验统计量、

正则化参数估计中的惩罚项与调优参数、贝叶斯

参数估计中的接受阈值、结构学习中的算法设计

与评分函数等等。因此, 对它们进行重构或优化

是改进现有方法和发展新方法的重要路径。 

对于正则化 MMLE 参数估计中的惩罚项, 未

来研究除了比较已有惩罚函数的表现外, 还可以

进一步考察其他惩罚方式 , 如尝试弹性网惩罚

(Zou & Hastie, 2005)、极小极大凹惩罚(Zhang, 

2010)等。对于迭代 Z 检验、LVS 和 RLCM 中决

定结构参数是否显著的阈值、贝叶斯结构学习算

法中评分函数的阈值等, 未来研究可进一步探讨

其设置原则, 或者参考 Wang 等人(2026)的方法, 

系统考察阈值变化对实验结果的影响。对于贝叶

斯结构学习算法, 未来研究可进一步考察基于连

续优化的结构学习方法(Zheng et al., 2018)、遗传

算法、蚁群算法等结构学习算法的表现。 

5.2  丰富实验条件, 拓展研究场景, 扩大应用领域 

目前, 大部分研究局限在 5 个属性以内, 且

样本量不低于 1000、项目特征单一。这无疑限制

了方法的实践应用。事实上, 认知诊断中属性数

量通常比较多(Wang et al., 2022)。随着属性个数

增加, 潜在 AMP 的数量呈指数级增长, 其规模甚

至可能超过样本量, 高维参数给估计带来巨大挑

战。因此, 探索高维属性情景下 AHS 的分析方法, 

以及借鉴 ACIM 方法提出适合小样本的非参数分

析方法, 均具有重要实践价值。 

另外 , 除马奕帆(2021)探讨了多分属性中贝

叶斯网络结构学习算法的表现外, 其他研究都局

限于二分属性的情况。因此, 未来研究应针对更

多实际情况, 比如在多级评分项目、多分属性、

多策略作答、纵向追踪、自适应测验等情景下探

索 AHS 的分析方法。 

5.3  拓展研究思路, 提出创新方法 

不同方法在适用条件、计算效率和结果表现

等方面各有优劣。首先, 结合已有方法的特点, 取

长补短是提出新方法的重要途径。例如, 将正则

化参数估计方法与假设检验方法相结合, 先估计

结构参数, 再对参数进行显著性检验以确定可能

的 AMP, 可避免采用人为主观标准。又如, 在正

则化参数估计中结合贝叶斯网络来表征结构参数

也是一种有效的思路。 

其次, 探索潜变量建模方法是提出 AHS 分析

思路的重要途径。例如, 未来研究除了模型融合、

探讨贝叶斯网络中条件概率的设置(Hu & Templin, 

2020; Zhan et al., 2020; Zhan & He, 2021; Li et al., 

2022)外, 还可以借鉴 HDCM 的思路, 探索基于

AHS 表征项目参数方法建构模型, 拓展分析 AHS

的建模思路。21 世纪初期, 越来越多研究开始引

入机器学习算法来进行认知诊断(Gierl et al., 2008; 

Li et al., 2024; Liu & Cheng, 2018; Tao et al., 2024; 

Thai-Nghe & Schmidt-Thieme, 2015; Wang et al., 

2024), 也有研究从数据挖掘和机器学习角度探索

AHS 的估计(Chen, Wuillemin, et al., 2015; Chen 

et al., 2016)。于是, 从机器学习算法视角拓展模型

框架、开发 AHS 分析方法无疑是一种重要趋势。 
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Methods for testing and learning attribute hierarchical structures  
from a latent variable modeling perspective 
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Abstract: Attribute hierarchical structure (AHS) characterizes the prerequisite relationships among 

attributes. It plays an important role in test design, instructional design and evaluation, learning path 

planning, and personalized learning recommendations. From the perspective of latent variable modeling, 

this study systematically reviews methods for estimating and testing AHS according to three methodological 

perspectives: hypothesis testing, Bayesian structure learning and parameter estimation. Specifically, existing 

methods for analyzing attribute hierarchical structures are reviewed in terms of their basic ideas, 

interrelationships and distinctions, strengths and limitations. Then, this study summarizes the developmental 

trajectory and further trends of this area, and provides practical suggestions of method selection. Finally, 

future research directions are proposed from the aspects of optimizing key methodological components, 

enriching experimental conditions, expanding application scenarios, and developing innovative research 

perspectives. 

Keywords: latent variable modeling, attribute hierarchical structure, hypothesis testing, Bayesian structure 

learning, parameter estimation 

 


