
心理科学进展  2013, Vol. 21, No. 1, 175–189 
Advances in Psychological Science   DOI: 10.3724/SP.J.1042.2013.00175 

 

175 

代数应用题项目生成中的认知过程与任务特征分析* 

杨向东 
(华东师范大学课程与教学研究所, 上海 200062) 

摘  要  认知项目设计起源于理论驱动的测量模式, 要求在详尽阐述测量建构理论的基础上, 鉴别测验项目

类型的任务特征, 建立和标定与测量建构认知变量之间的对应关系, 从而通过系统变换任务特征生成项目。本

文以 Greeno (1994)提出的代理者-情境交互作用(agent-situation interaction)的问题解决观为基础, 对代数应用

题解决的认知过程和任务蕴含性(affordance)进行了系统分析。具体而言, 代数应用题被视为以文本形式呈现

的, 嵌套在现实情境中的某种量化结构。在代数应用题解决的转译、整合、计划、执行的认知过程中需要形

成三种不同的表征, 即文本基、情境模型和问题模型。其形成及解决过程受到个体问题图式知识的深刻影响。

对应于不同表征方式, 对代数应用题语法/语义结构、量化元素及结构、问题情境特征进行了系统分析和综合。

该分析表明, 为了保证代数应用题项目生成的科学性, 当前研究的关键在于建立任务特征与问题解决认知变

量之间的经验关系, 并在问题领域整体水平上检验这种关系的可推广性。 
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1  引言  

自动化项目生成是近年来心理与教育测量中

比较活跃的领域 (Alves, Gierl, & Lai, 2010; 
Daniel & Embretson 2010; Gierl & Haladyna, 
2012)。自动化项目生成的基础是测验项目的认
知设计技术(Embretson, 1998)。该技术要求对测
验任务类型进行详尽的任务分析和认知研究 , 
明确项目解决所需认知过程、策略和知识结构 , 
开发形成相应的项目认知模型。在此基础上, 鉴
别测验项目类型的系列任务特征 , 并建立任务
特征与项目解决认知变量间的对应关系 , 标定
不同特征对项目反应机制的影响力度。这样, 项
目设计便可以通过系统变换项目类型中的任务

特征 , 操纵项目解决过程中涉及到的认知成分
及其负荷 , 生成具有指定测量学特征的项目
(Embretson & Yang, 2007)。 

测验项目的认知设计技术起源于理论驱动的
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测量模式(Bouwmeester & Sijtsma, 2004; Embretson, 
1983, 2004; Lohman & Ippel, 1993)。理论驱动的测
量学研究范式旨在变革传统测量学去理论化、功

能性和实用性取向的特征。该范式强调通过理论

分析和实证研究, 建立测验任务反应机制与测验
建构内在表征之间的对应关系(Irvine & Kyllonen, 
2002), 使测量建构的认知理论成为建构界定、项
目设计、结果评分、建模分析、结果解释和运用

等环节的驱动原则(Embretson & Gorin, 2001), 从
而确保保对个体进行推断和解释的效度, 以及后
继决策或干预措施的成效。 

近年来, 测验项目的认知设计法被运用到心
理旋转、隐藏图形识别、瑞文矩阵推理、空间折

叠、类比推理、序列完成等传统智力和能力倾向

测验的任务类型(Irvine & Kyllonen, 2002)。随着研
究的深入, 对阅读理解、数学问题解决等复杂认
知领域问题的研究也正在逐步展开(Arendasy & 
Sommer, 2007; Daniel & Embretson 2010; Gorin, 
2005)。本研究正是在测验项目认知设计的视角下, 
对代数应用题的认知加工过程以及问题结构进行

分析, 鉴别代数应用题的任务特征, 对后继项目
生成研究奠定基础。 
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2  代数应用题研究的意义和模式 

代数应用题属于具体领域的复杂认知任务。

问题解决一直是心理学研究的重要领域(Eysenck 
& Keane, 2000)。早期研究多采用知识贫乏任务, 
如“九点阵”问题(nine-dot problem), 河内塔问题
(“Tower of Hanoi” problem)等。随着研究深入, 问
题解决研究逐渐转移到数学、科学、工程等知识

丰富领域的复杂认知任务(Anderson, 1993; Snow 
& Lohman, 1989; Lohman, 2000)。具体领域任务的
研究有助于重要理论问题的提出。早期研究的任

务特征决定了这些问题不会被涉及到 (Mayer, 
Larkin, & Kadane, 1984)。具体领域问题的任务解
决过程涉及到个体认知结构与领域知识的整合 , 
问题解决策略从通用的、领域一般性的启发式方

法如手段-目的分析法(means-end analysis)开始向
领域相关性策略(domain-dependent strategy)或领
域特异性策略(domain-specific strategy)转变。在这
个意义上, 代数应用题研究对认知研究具有重要
的理论意义。  

此外, 代数应用题还一直是心理或教育量表
中的重要问题类型之一。许多著名的智力和能力

倾向量表如斯坦福-比纳量表(SB5; Roid, 2003)、
韦克斯勒成人智力量表修改版(WAIS-R; Wechsler, 
1997)和儿童智力量表第三版(WISC-III; Wechsler, 
1991), 美国军队职业能力倾向量表(ASVAB; Ree 
& Carretta, 1995)都运用算术或代数应用题来测量
个体的量化推理能力(quantitative reasoning ability)。
在晶体-流体智力理论(Horn & Cattell, 1966)和三
层结构智力理论(three-stratum-theory of intelligence; 
Carroll, 1993)中, 量化推理能力是智力结构中一
个非常稳定和重要的二阶因子。因此 , 代数应用
题研究还是测量人类学习、思维和智能的重要

领域。  
然而, 在传统测量学研究范式下, 代数应用

题测量学研究与认知研究是彼此分离的。严格来

讲, 代数应用题解决过程是个体数学认知结构与
特定问题情境之间交互作用的动态过程(Sebrechts, 
Enright, Bennett, & Martin, 1996)。因此, 问题解决
研究应该既关注问题解决者的认知因素, 也考虑
问题情境特征。认知研究通常关注个体解决不同

数学问题的共同模式、规律或认知机制。虽然认

知研究也考虑问题情境特征或结构的变动, 但出

发点是检验数学问题解决认知理论的依存条件或

推广程度, 并非关注实验材料本身。而对心理测
量学者来讲, 问题情境或结构特征、变动规律和
呈现顺序成为了关注的焦点。明确不同问题特征

的蕴含性(affordance), 即解决具有特定特征的问
题可能涉及到的知识基础、认知负荷、认知或元

认知策略等, 是测验项目设计和测验编制的核心
问题。对测验任务反应机制的研究则是联接这两

种不同研究模式的桥梁。通过对问题认知加工过

程和任务特征的详尽分析, 指向项目生成的代数
应用题研究旨在建立任务特征与问题加工过程之

间的关系 , 从而可以整合两种不同的研究模式
(Embretson, 1998)。它不仅是自动化项目生成和认
知诊断的理论基础, 还对相关认知理论的构建产
生深远的影响。通常, 旨在构建理论的实验研究
是在有限的情境、样本和任务类型下展开的, 缺
乏整合不同实验结果的系统方法 (Cronbach, 
1957)。因此, 不同研究发现的不一致有可能仅仅
是因为实验条件或任务特征不同而已, 而非实质
意义上的理论分歧。如果以代数应用题解决的认

知理论为基础, 建立该测量建构在整个任务领域
范围的解释性测量尺度(explanatory scale), 就可
以以此为理论框架, 整合和标定不同实验研究的
发现, 从而使理论驱动的测量成为量化推理能力
的理论构建和推广不可或缺的手段。 

3  代数应用题的认知加工过程 

代数应用题解决通常被认为是一个多阶段的

复杂认知活动。比如, 假设向适龄个体呈现下面
这个问题：  

案例 1：小丁丁步行去少年宫。他平均每分

钟走 75 米。小丁丁走了 8 分钟后,爸爸骑车追赶, 
他每分钟比小丁丁多走 120 米。爸爸几分钟后在

途中追上小丁丁? 
要正确解决这个问题, 个体首先需要阅读问

题陈述, 正确理解其中的关键名词或术语, 以及
该陈述所要表达的含义, 形成合理的内在表征。
比如, 个体需要能够根据上下文, 知道第二句中
的“他”是指小丁丁, 而第五句中的“他”是指爸爸。
另外, 个体需要能够根据问题陈述辨析和形成问
题中的关键变量及其取值。如根据“他平均每分钟
走 75 米”, 个体需要理解“小丁丁的步行速度”是
一个关键变量, 该变量的取值是“75米/分钟”。该
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阶段通常称为问题转译(problem translation)阶段
(Mayer et al., 1984)。问题陈述的解码过程被认为
和文本理解过程在原则上是一致的 (Kintsch & 
Greeno, 1985)。经过问题转换, 问题陈述被表征成
为一系列的命题 (proposition), 又称文本基 (text 
base; Kintsch, 1998)。  

第二个阶段是个体根据问题陈述中所表述或

蕴含的情境或数量关系, 形成对问题结构的整体
表征, 即问题整合(problem integration)阶段(Mayer 
et al., 1984)。需要指出的是, 个体这种整体认识未
必一定是量化的, 也有可能是对问题情境特征和
结构的质性模型 , 即所谓的情境模型(situational 
model; Kintsch & Greeno, 1985; Nathan, Kintsch, & 
Young, 1992)。例如, 虽然在案例 1中没有明确表
明, 个体需要能够判断爸爸追赶路线和小丁丁步
行路线是相同的。同样的, 个体需要能够推测出
小丁丁和爸爸相遇时所走的路程是相同的。这些

基于生活常识的理解和推测使得个体能够对问题

中的各种信息(人物、行动、变量等)的语义和时空
关系进行整合, 形成对问题情境的整体认识。这
种认识未必是变量之间准确的数量关系, 有可能
只是一种质性的变量关系推断。 

然而, 虽然有可能存在质性的情境模型, 个
体要解决上述问题, 必须能够形成对各种变量之
间的数量关系 , 即所谓的问题模型 (problem 
model; Kintsch & Greeno, 1985; Nathan et al., 
1992)。问题模型是个体形成问题解决的算术式或
代数式的基础。在已有研究中, 并没有明确的证
据表明质性的情境模型一定先于量化的问题模型

形成(Koedinger & Nathan, 2004)。但是问题模型的
形成必须能够将情境模型中的各种限制考虑在

内。后者基于个体一般性的生活常识, 前者则建
立在个体的算术或代数知识基础之上。合理问题

模型的形成在于个体能否建立两者之间的协调 , 
能够构建满足变量之间关系和具体情境限制的算

术或代数式。 
问题转译和整合阶段构成了个体对问题的理

解过程, 即传统意义上的审题阶段。之后, 个体进
入问题解决阶段。通常, 个体根据审题阶段的问
题表征制定问题解决计划(solution planning)。不
同的问题表征有可能导致个体采用不同的问题解

决策略。例如, 在案例 1中, 如果个体关注爸爸追
上小丁丁时两人所走路程相同, 相应的代数式可

能为 75×8+75t=(75+120)t, 其中 t代表爸爸追上小
丁丁时所用时间。如果个体意识到爸爸追上小丁

丁时所花的时间就是爸爸弥补小丁丁先走距离所

用的时间, 那么相应的代数式则变成 75×8=120t。
在确定解题计划和策略后, 个体应用所学数学或
者代数知识执行计划(solution execution)。对某些
个体而言, 监测自己的运算过程以及比较运算结
果与问题模型之间的一致性也是执行计划的重要

环节(Mayer, 1998)。 
问题转译、整合、计划、执行构成了数学应

用题解决的一般环节。然而, 不同数学专长的个
体并非经历相同的认知过程 (Hegarty, Mayer, & 
Monk, 1995)。对拥有大量问题图式(schema)的个
体而言 , 问题的表征过程更像是一个假设 -检验
(hypothesizing-and-testing)的演绎推理过程 (Chi, 
Feltovich, & Glaser, 1981)。问题图式是指个体所
拥有的围绕特定问题类型而组织起来的各种知识

(Mayer et al., 1984)。良好的问题图式既包括该问
题类型中常见的变量类型和问题结构, 也包括这
些结构所处的典型问题情境的信息(Arendasy & 
Sommer, 2007), 以及与问题解决相关的策略性、
陈述性或程序性知识(Marshall, 1995)。对这些个
体而言, 问题的头几句陈述, 甚至头几个词语就
可能激活他们长时记忆中储存的相关问题图式 , 
从而迅速形成对问题类型的暂时性假设(Hinsley, 
Hayes, & Simon, 1977)。例如, 在案例 1中, 个体
读完第一句陈述, 就可能形成该问题属于“行程”
问题的预期。第二句陈述则会强化这种预期。此

时, 行程问题中的“追及”、“相遇”或“往返”等问题
图式都有可能成为备择假设。当个体读到“小丁丁
走了 8分钟后,爸爸骑车追赶”时, “行程追及”便成
为了最为可能的假设, 引导个体进一步确认这种
预期。因此, 问题图式引导问题解决者与问题陈
述之间的“对话”过程, 使得问题转译过程变成了
预期-验证式的模式匹配过程。同时, 图式提供了
个体整合情境模型和问题模型的模板, 从而极大
降低了问题理解的认知负荷(Sweller, 1989)。问题
图式还有助于激活个体长时记忆中与该问题类型

相关的问题解决策略、公式、定理等知识, 协助
个体列出问题等式, 选择合理策略并正确解题。
大量研究表明, 拥有大量的领域知识和问题图式
是领域专家的关键特征之一 (Anderson, 1993; 
Feldon, 2007)。 
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当个体没有形成或拥有很少问题图式时, 绝
大多数问题都是陌生问题。这种情况下, 问题转
译过程主要是一种文本驱动的自下而上的解码过

程 (De Corte, Verschaffel, & De Winn, 1985)。个体
主要依赖其语言知识和世界知识逐句逐句的理解

问题陈述。然后分析不同变量的类型及其相互关

系, 并综合问题情境的限制, 才能形成整合的问
题表征。此时, 问题理解过程往往具有很高的认
知负荷(Sweller, 1989)。个体通常借助于手段-目的
法(means-end method)来建立各种子目标, 或者通
过借助于画图或列出每个陈述对应算式的外部表

征方法来降低认知负荷。但即便如此, 个体由于
缺乏足够的认知资源, 往往会出现各种各样的表
征或运算错误。此外, 研究表明, 如果个体只是形
成了情境模型, 没有形成相应的问题模型时, 则
有可能不用列算式或代数式的策略解题, 而是运
用倒推(unwind)、比例设置(ratio setup)、猜测检验
(guess-and-test)、基于情境模型的模拟 (model- 
based simulation)等非正式策略解题(Koedinger & 
Nathan, 2004; Sebrechts et al., 1996)。非正式问题
解决策略的激活通常受问题某些具体特征的影响, 
往往只适用于某一类或几类问题, 缺乏普遍性。
比如, Sebrechts等人(1996)发现, 当问题解决需要
多次涉及到某个未知变量(见下面的双重引用问
题), 或者需要设定多个未知变量时, 个体可能采
用基于情境模型的模拟策略, 而不是通过代数式
进行解答。与列代数式策略相比, 模拟策略既低
效又缺乏准确性。 

4  代数应用题的任务特征分析 

代数应用题解决的认知过程受题目具体任务

特征及其变动的影响。常见的代数应用问题可以

理解为是以文本形式呈现的, 嵌套在特定现实情
境中(real-life situation)的各种变量之间的某种量
化结构(quantitative structure)。因此, 可以从三个
方面分析代数应用题的复杂程度：(1)应用题的语
言陈述方式, (2)相关变量的类型、数量和彼此关
系, (3)问题所处的具体情境。 
4.1  应用题的语言陈述方式 

如果问题陈述的理解过程符合文本理解的基

本原则, 可以预期问题陈述的语言特征应该与问
题转译的难易程度有关。早期研究的确发现, 个
体代数应用题的解题能力与其语言能力之间存在

一定程度的相关 (两者一阶相关系数从 0.36 到
0.87不等; Aiken, 1971)。新近研究发现, 简化数学
问题陈述的某些语言特征, 如降低字词总数、减
少生僻或艰涩词汇、避免模棱两可的词或多义词、

将被动时态改为主动时态、将复杂句改成简单句

等, 的确会对题目难度产生一定影响(Abedi, 2004; 
Shaftel, Belton-Kocher, Glasnapp, & Poggio, 2006)。
然而, 这种改变通常只对语言水平较低的被试有
所帮助 , 而且影响力度通常很小(Abedi & Lord, 
2001; Johnson & Monroe, 2004)。Shaftel等人(2006)
研究发现, 简化问题陈述的语言特征在个体成绩
变异中所能解释的方差比例非常小(以调整后的
R2为指标, 在 4、7和 10年级中分别为 0.134、0.07
和 0.041)。 

与表面语言特征相比, 问题转译难度可能更
多与问题陈述的结构特征(structural feature)有关。
结构特征主要包括问题陈述的语法结构(syntactic 
structure)和语义结构(semantic structure) (Loftus & 
Suppes, 1972)。Mayer等人(1984)区分了数学问题
陈述中三种不同的语法结构：赋值(assignment)、关
系(relation)和问题(question)。赋值陈述给某个变
量赋值, 例如“他平均每分钟走 75米。”关系陈述
表达了两个变量之间的数量关系 , 例如“爸爸每
分钟比小丁丁多走 120米。”问题陈述询问未知变
量的取值, 例如“爸爸几分钟后追上小丁丁?”研究
表明, 不管是成人还是儿童, 在理解关系陈述时
都会出现更多的困难(Lewis, 1989; Lewis & Mayer, 
1987; Mayer, 1982)。 

问题陈述的语义结构也会影响问题的表征过

程。Lewis和 Mayer (1987)在研究不同类型的比较
应用题(compare problem) (见表 1)时发现, 当关系
陈述所包含的未知量是该陈述的宾语, 同时关系
术语(如比……少)与所要求的数学算法(如相加)
相冲突时, 个体容易出现转译错误, 并采用与题
意相反的算法; 而当关系陈述所包含的未知量是
该陈述的主语 , 同时关系术语(如比……多)与所
要求的数学算法(如相加)相一致时, 转译错误很
少出现。这两类问题分别被称为语言不一致性问

题(inconsistent language problem)和语言一致性问
题(consistent language problem)。他们认为, 这种
现象表明个体在问题表征过程中对信息呈现顺序

存在某种偏好。当问题陈述的语义结构与个体信

息呈现偏好不符时 ,  个体需要将呈现的语义结 
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表 1  两类不同的比较应用题(改编自 Lewis & Mayer, 1987) 

问题类型 
运算 

语言一致 语言不一致 

加法 
约翰有 3个石子, 汤姆比约翰多 5个石子, 汤姆有
几个石子? 

约翰有 3个石子, 他比汤姆少 5个石子, 汤姆有
几个石子? 

减法 
约翰有 8个石子, 汤姆比约翰少 5个石子, 汤姆有
几个石子? 

约翰有 8个石子, 他比汤姆多 5个石子, 汤姆有
几个石子? 

 
转换成偏好的语义结构 , 从而造成问题理解和
表征中容易出错。此外 , 当关系术语为标示性
(marked)时 , 语义结构偏好对问题表征的影响力
度加大。按照 Clark (1969)的词法标示理论(theory 
of lexical marking), 比 …… 少 , 比 …… 短 , 
比……年轻等关系术语为标示性的, 而比……多, 
比 …… 高 , 比 …… 老 等 为 非 标 示 性 的

(unmarked)。非标示性术语如比……多和它的对
应标示性术语如比……少是同一测量尺度上的
不同参照点。基于这一理论 , Kintsch 和 Lewis 
(1993)认为 , 比……多和比……少对应于同一心
理数线(mental number line)。由于心理数线的形
成与非标示性术语是一致的 (即都是从小到大 ), 
而标示性术语则存在一个潜在的限制, 因此, 个
体在整合含有标示性术语的问题时所经历的认

知过程 , 和整合非标示性术语的问题存在质的
区别。这一区别导致了含有不同关系术语问题在

表征难度上的差异。 
4.2  应用题中的变量数量、类型及其关系 

在问题转译基础上, 形成对问题的整体表征
是代数应用题解决的关键环节。该环节除了要求

个体具备必要的数学概念和原理外, 主要取决于
问题对个体所施加的注意资源(attention resources)
和工作记忆容量(working memory capacity)的需
求(Sweller, 1989)。从任务特征的角度来看, 问题
解决认知需求主要受到两个方面的影响：(1)解题
过程中需要考虑的数据数量及其复杂性, 和(2)获
取最终答案所需的中介结果数量及其复杂性

(Stillman, 1996)。这些因素都与代数应用题中变量
数量、类型及其关系有着紧密联系。 

变量数量和类型  变量(variable)数量在一定
程度上标示了应用题问题模型的复杂程度。一般

情况下, 变量越多, 问题整合时涉及到的信息量
越大, 对个体所施加的认知负荷越大。例如, 案例
1涉及到 6个变量和 3个已知数值, 其中 6个变量

分别为丁丁的速度、爸爸的速度、丁丁所用时间、

爸爸所用时间、丁丁所走距离和爸爸所走距离。

三个数值为 75米, 8分钟和 120米。相比之下, 表
1 中的比较问题(以加法运算的一致性问题为例)
包括了 2 个变量, 即汤姆的石子数和约翰的石子
数, 和 2个已知数值, 即 3个石子和 5个石子。单
从变量数量来看, 案例 1 要比表 1 的比较问题复
杂。Lane (1991)证实了这一点。她通过变换问题
陈述数量来改变问题的元素数量(变量、数值、变
量关系), 发现含有较多元素的问题难度更大。 

除数量之外, 变量类型和取值都会对问题解
决过程产生影响。Shalin和 Bee (1985)区分了代数
应用题中两种不同类型的变量 , 广延变量
(extensive variable)和集中变量(intensive variable)。
广延变量是指自然界中事物的基本属性(primary 
property), 如长度、距离、时间、体积等等, 而集
中变量是指事物的二阶属性(secondary property), 
反映了事物两个基本属性之间的某种映射关系

(mapping between two extensives), 比如速度是单
位时间内经过的距离, 类似的包括密度、温度等
等。研究表明, 集中变量会导致问题的难度增加
(Nesher & Hershkovitz, 1994)。此外, 变量取值为
整数时, 问题相对简单, 而取值为分数、小数时则
相对复杂(Koedinger & Nathan, 2004)。变量取值所
引起的复杂性不仅仅局限于运算方面, 还包括因
变量取值而导致的问题转译和整合阶段的困难。

例如, 虽然案例 2和 3问题结构相同, 但是变量取
值从整数到百分数的转变, 会导致个体在选择适
合案例 3的逆运算时遇到更大的困难(Tabachneck, 
Koedinger, & Nathan, 1995)。 

案例 2：某数的 15 倍是 100, 这个数是多少？ 
案例 3：某数的 80%是 100, 这个数是多少？ 
类似的, 当变量取值从具体的数值转变成抽

象的符号时, 如用 x米/分钟取代 75 米/分钟, 个
体需要能够在抽象水平上对问题的不同元素进行
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整合 , 问题难度也会增加 (Enright, Morley, & 
Sheehan, 2002)。这种效应在问题最终答案需要用
符号表达式表示时更加明显 (Sebrechts et al., 
1996)。 

问题结构和变量关系  问题结构是指问题中
变量的某种特定组合模式。变量数量相同的代数

应用题 , 复杂程度会因问题结构不同而迥然相
异。影响问题解决过程认知负荷的众多因素, 如
子目标多少、信息转换或整合数量和难度、限制

条件数量、运算次数和复杂性等, 都与问题结构
有着内在联系。 

代数应用题结构的基本元素是变量(variable)
和数值 (quantity)。数值可能是某个变量的取值 , 
如“(小丁丁)平均每分钟走 75 米”, 也可能是两个
变量之间的数量关系, 如“(爸爸)每分钟比小丁丁
多走 120米”。问题结构中变量关系可以是两个变
量之间的某种数量关系, 如“爸爸的速度=丁丁的
速度+120 米”, 也可以是三个变量之间的某种数
量关系 , 如“爸爸所走距离=爸爸的速度×爸爸所
走时间”。不管哪种情况, 问题结构的基本单位都
可以界定为是由三个元素构成的一个三阶组合

(triad), 如“爸爸的速度”、“丁丁的速度”和“120米”
就构成了一个三阶组合。不同类型的三阶组合就

构成了问题模型的各种基本结构 (elementary 
structure; Sebrechts et al., 1996)。 

复杂代数应用题的问题结构则是由不同的基

本结构组合而成的。不同的基本结构可以有多种

组合方式。对于包含有两个基本结构的代数学应

用题, Shalin和 Bee (1985)区分了 3种基本结构的
组合方式：层级或嵌套型(hierarchical/nested)、共
享整体型 (shared whole)和共享部分型 (shared 
part)。案例 4、5和 6分别给出了三种组合方式的
实际案例。案例 4由两个三阶组合构成, 即“爸爸
年龄=6×小军年龄”和 “爷爷年龄=爸爸年龄+30
岁”。第一个三阶组合中的总数“爸爸年龄”成为第
二个三阶组合中“爷爷年龄”的一个组成部分, 从
而使得两个三阶组合形成嵌套关系。案例 5 中的
两个三阶组合分别为“水蜜桃个数=12 只 /箱×24
箱”和“水蜜桃个数=已卖 189 个水蜜桃+剩余水蜜
桃个数”。两个三阶组合具有共同的上位总数“水
蜜桃个数”, 形成共享整体型结构。案例 6中的两
个三阶组合分别为“48支红玫瑰=6支红玫瑰/束×
卖出的玫瑰花束”和“卖出的白玫瑰数=4 支白玫

瑰 /束×卖出的玫瑰花束”。两个三阶组合具有共
同的下位成分“卖出的玫瑰花束”, 形成共享部分
型结构。 

案例 4：小军今年 6 岁。爸爸的年龄是小军

的 6 倍。爷爷年龄比爸爸大 30 岁, 爷爷今年多

少岁？ 
案例 5：水果店运来 24 箱水蜜桃, 每箱 12 只, 

已经卖去 189 只, 还剩多少只? 
案例 6：花店的每束玫瑰花由 6 支红玫瑰和 4

支白玫瑰组成。中午时小明清点已经卖出的玫瑰

花束, 发现已经卖出了 48 支红玫瑰, 白玫瑰卖出

了多少支? 
如果把上述三种组合方式称之为三种高阶结

构 (higher-order structure), 复杂代数应用题的问
题结构就是由不同数量的高阶结构组合而成。图

1给出了案例 1的问题结构。根据问题陈述, 可以
转译两个三阶组合, 即“爸爸的速度=丁丁的速度
+120 米”和“丁丁所用时间=爸爸所用时间+8 分
钟”。根据问题情境和已有知识, 还可以推断出三
个三阶组合 , 即“爸爸所走距离=爸爸的速度×爸
爸所用时间”、“丁丁所走距离=丁丁的速度×丁丁
所用时间”、和“爸爸所走距离=丁丁所走距离” 1。

因此, 案例 1 可以认为包含了 5 个三阶组合。其
中 , 根据“爸爸所走距离=丁丁所走距离”这一条
件 , 可以将“丁丁所走距离=丁丁的速度×丁丁所
用时间”转换为“爸爸所走距离=丁丁的速度×丁丁
所用时间”, 进而明确该三阶组合和“爸爸所走距
离=爸爸的速度×爸爸所用时间”的关系为共享整
体型结构。图 1 表明, 案例 1 的问题结构总共包
括了 2 个嵌套型、2 个共享部分型和 1 个共享整
体型的高阶结构。 

已有研究表明, 含有两个三阶组合的代数应
用题中, 三种高阶结构是影响问题难度的一个重
要因素(Shalin & Bee, 1985; Nesher & Hershkovitz, 
1994)。这表明问题结构和变量关系分析提供了描
述代数应用题复杂性的一种方法。然而, 对于更
为复杂的代数应用题, 如何根据结构特征抽取能
够表示问题复杂性的关键变量仍然是一个有待研

究的问题。综观已有研究, 可以发现几个刻画问 
                     

1两个变量取值相等是两个变量之间数量关系的特例。

这种情况仍然可以看作为三阶组合, 即“爸爸所走距离=
丁丁所走距离+0米”。 
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图 1  案例 1中问题结构的基本和高阶结构 

注：图中符号分别表示为：S 爸爸=爸爸的速度, S 丁丁=丁丁的速度, T 爸爸=爸爸所用时间, T 丁丁=丁丁所用时间, D 爸爸=爸爸

所走距离, D 丁丁=丁丁所走距离。其中用粗体表示的 T 爸爸为所求变量。 
 

题复杂性的常用变量。一个变量是问题中包含的

分步等式(代数式)数量(number of partial equation; 
Arendasy & Sommer, 2007)。例如, 案例 1中“爸爸
的速度=丁丁的速度+120米”就是一个分步等式。
根据图 1 可以看出案例 1 包含了 5 个分步等式。
显然, 分步等式对应于问题中的三阶组合。因此, 
该变量揭示了问题中基本结构的数量。问题包含

的分步等式越多, 问题模型的规模越大, 个体在
形成问题表征时需要整合的因素也就越多, 在一
般情况下问题也就越复杂。另外, 每个分步等式
界定了问题变量之间的一个限制条件。因此, 分
步等式数量同时也表示了问题解决所需满足的限

制数量 (number of constraints to be satisfied; 
Enright, Morley, & Sheehan, 2002)。从抽取变量的
角度, 这两个变量应该是等价的。 

与分步等式数量密切相关的另一个变量是问

题解决中子目标的数量 (number of subgoal; 
Embretson & Daniel, 2008)。子目标定义了问题模
型中变量间的嵌套层次(level of nesting; Sebrechts 
et al., 1996)。按照问题空间理论(Newell & Simon, 
1972), 问题解决过程是个体通过各种认知算子
(cognitive operator)实现从问题初始状态到目标状
态转换的过程。在每个环节, 个体选择认知算子
的基本原则是尽可能缩小当前问题状态和目标状

态的区别。当无法直接实现转换时, 一种常用策
略是创建一系列彼此相连的子目标, 通过逐步实
现子目标来实现最终的转换(Anderson, 1993)。例
如, 案例 4 的目标状态是计算爷爷的年龄, 然而
根据问题初始条件无法直接求取。个体需要根据

所给条件, 先求爸爸的年龄, 再求爷爷年龄。爸爸
年龄因而成为计算爷爷年龄的子目标。子目标数

量在一定程度上定义了问题空间的大小 (Newell 
& Simon, 1972), 与个体问题表征和解决过程中
需要整合的元素数量、转换程度、运算步骤等有

着深刻的联系。研究表明, 子目标数量是预测问
题难度的重要因素 (Daniel & Embretson, 2010; 
Embretson & Daniel, 2008)。 

分步等式或子目标数量虽然较好的刻画了问

题模型的整体规模, 但是在刻画问题内在复杂性
方面有所欠缺。比如, 案例 4和案例 7a都包含有
两个分步等式和两个子目标。然而, 两个问题的
内在复杂性是不同的。 

案例 7a 小青和妈妈的年龄和是 45 岁 , 妈
妈的年龄是小青年龄的 4 倍 , 问妈妈的年龄是

多少岁？  
图 2 给出了这两个案例的问题结构。对案例

4而言, 两个三阶组合中爸爸的年龄(A 爸爸)为共享变
量, 构成嵌套型结构。根据已知条件“A 小军= 6岁”和 
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图 2  案例 4、案例 7a和案例 7b的问题结构 

注：图中符号分别表示为：A 爸爸=爸爸的年龄, A 小军=小军的年龄, A 爷爷=爷爷的年龄, A 妈妈=妈妈的年龄, A 小青=小青的

年龄。其中用粗体表示的变量为所求变量。 
 

第一个三阶组合 , 即可求得子目标爸爸的年龄 , 
进而通过两个三阶组合的嵌套关系求取爷爷的年

龄。相比之下, 案例 7a的两个三阶组合中妈妈和
小青的年龄(A 妈妈, A 小青)都为共享变量。以妈妈的
年龄为中介变量 , 两个三阶组合构成嵌套型结
构。同时, 以小青的年龄为中介变量, 两个三阶组
合又构成共享部分型结构。与案例 4 不同, 根据
已知条件, 案例 7a的两个三阶组合在单独的情况
下都无法求解。只有在将两个三阶组合整合成一

个代数式才有可能。这表明案例 7a中变量之间的
关联程度更高。按照认知负荷理论(Paas, Renkl, & 
Sweller, 2003; Sweller, van Merrienboer & Paas, 
1998),不同问题元素之间的互动程度 (element 
interactivity)是造成个体问题解决认知负荷的内
在原因。当元素之间关联程度较少时, 个体可以
依次理解或解决每个元素, 无需同时考虑其他元
素。而对于元素互动程度很多的问题, 只有当所
有的元素及其相互关系同时被加工时, 才能真正
理解问题本身。显然案例 7a中变量之间互动程度

更多。因而同样情况下, 该问题所造成的认知负
荷更高。Koedinger, Abilali和 Nathan (2008)将这
两 类 问 题 分 别 称 为 单 一 引 用 问 题 (single- 
referenced problem)和双重引用(double- referenced 
problem)。在单一引用问题中, 未知量在问题模型
中出现或引用了一次(见图 2 中案例 4 的代数式), 
而在双重引用问题中, 未知量出现或引用了两次
(见图 2 中案例 7a 的代数式)。因此, 表征这两类
问题的一个变量是问题解决代数式中未知变量出

现的次数 (number of times unknown variable 
occurs; Sebrechts et al., 1996)。双重或多重引用问
题要求个体能够用某个变量的抽象符号来表征其

他相关变量或答案。因而, 这类问题通常难度较
大(Embretson & Daniel, 2008)。 

未知变量位置  需要指出的是, 问题解决代
数式中未知变量出现的次数与问题结构之间并不

是一一对应的关系。例如, 案例 7b 与案例 7a 具
有相同的问题结构(见图 2), 但案例 7b中, 根据已
知条件“A 小青=9 岁”和第一个三阶组合, 即可求得
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子目标妈妈的年龄, 继而求取未知变量的值, 而
无需像案例 7a 那样必须整合两个三阶组合才能
求解。相应的, 案例 7b的代数式中未知变量仅仅
出现 1次, 而非 2次。 

案例 7b 小青今年 9岁, 妈妈的年龄是小青年

龄的 4 倍, 问妈妈和小青的年龄一共多少岁？ 
因此, 由于未知数位置的变动, 案例 7b 虽与案

例 7a 结构相同, 但问题元素互动程度降低, 从而导
致问题内在认知负荷(intrinsic cognitive load)下降。
类似案例 7b 和 7a 的问题分别称之为关联性问题
(connected problem)和非关联性问题 (disconnected 
problem) (Tabachneck, Koedinger, & Nathan, 1995)。
关联性问题中, 两个变量之间的数量关系比较容易
建立, 较易于用算术方法求解。而在非关联性问题
中, 已知取值的变量之间没有直接的联结, 无法直
接建立关系。显然, 非关联性问题在形成问题表征
时需要整合的元素数量更多, 因而难度更大。 

与未知变量位置相关联的还有解决问题所需

的运算类型。未知变量位置不同, 会导致问题解
决的运算类型的变化。仍以案例 7a和 7b为例, 根
据图 2给出的代数式和已知条件, 解决案例 7a需
要用到+、×、/, 或者+、/, 而解决案例 7b需要用
到+和×。不同运算会导致问题难度的不同。研究
表明, 同等情况下, +和×运算相对容易, 而-和/运
算则难度较大(Nesher & Hershkovitz, 1994)。 

需要推断的变量关系或信息  影响应用题解
决的另一个因素是变量及其关系的明确程度。图

1表明, 案例 1的 5个三阶组合中只有两个是可以
从问题陈述中直接转译的, 其余 3 个则需要个体
根据问题情境、世界知识和数学知识加以推断。

例如, 案例 1 并没有明确阐述在追及过程中, 丁
丁所走距离是丁丁行走速度和所用时间的乘积。

该三阶组合依赖于个体对问题情境的理解, 以及
对“距离=速度×时间”这一数学公式的提取。如果
个体缺乏相应的数学知识, 则该三阶组合无法形
成, 问题也就无法解决。类似的, 个体需要根据问
题情境和已有经验推断爸爸追上丁丁时, 两人所
走的距离是相等的。与可以直接转译的变量关系

相比, 需要推断的变量关系需要调用更多的认知
资源。问题初始状态中需要推断的信息越多, 任
务也就越复杂。因此, 需要推断的三阶组合(或分
步等式 )数量 (number of partial equation to be 
inferred)也是影响问题难度的一个因素(Arendasy 

& Sommer, 2007)。 
与变量关系推断数量相关联的是个体解题过

程中涉及的数学概念、原理和公式的来源、数量

和水平。Embretson和 Daniel (2008)区分了数学问
题解决中运用数学知识和公式的几种情况：(1)从
问题陈述中转译 (translate)数学公式 , (2)回忆
(recall)数学知识或公式 , (3)为当前问题生成
(generate)数学公式。对数学知识和公式的回忆 , 
她们还区分了回忆数量以及知识所在年级水平。

研究表明, 数学知识和公式的来源(即转译、回忆
和生成 )显著影响问题解决的难度 (Embretson & 
Daniel, 2008), 需要个体回忆或者生成数学公式
的问题难度显著增加(Daniel & Embretson, 2010)。
数学知识所在年级水平以及回忆数量效应并不显

著(Embretson & Daniel, 2008)。但是她们的研究采
用了大学生作为被试, 中学阶段的数学知识或公
式的效应不显著可能是天花板效应。因此, 该结
论有待进一步验证。 

问题结构与图式知识  由于数学问题的难度
是任务特征与认知特征交互作用的结果, 一个重
要的因素是考察个体是否具备了特定问题类型对

应的图式知识。问题图式的存在和激活使得原本

复杂的问题表征和解决过程变成了模式识别和提

取的过程, 消解了上述各种因素所导致的问题复
杂性, 降低了问题内在认知负荷。因此, 在分析代
数应用题任务特征蕴含性的时候, 必须同时考虑
问题图式的存在和自动化程度 (Paas, Renkl, & 
Sweller, 2003)。 

尽管存在众多检测个体图式知识的手段和技

术(Low & Over, 1992), 但系统全面考查个体图式
的类型、分化程度以及自动化水平是一项非常困

难和复杂的任务。因此, 有必要寻找一种简便易
行的指标来指代问题图式的存在和自动化水平。

专家-新手研究表明, 图式知识的形成在很大程度
上依赖于个体已有经验和教育经历 (Chi et al., 
1981; Feldon, 2007)。从这个角度考虑, 一种可能
的指标是考察个体已有教育经历中各种问题类型

出现的频率。基于图式形成的曝光率假设(exposure 
hypothesis; Mayer & Tajika, 1991), 个体在已有经
历中接触某种问题类型的机会越多, 相应问题图
式形成的可能性越大, 自动化水平也应该越高。
已有研究证据表明了这种解释的可行性。Mayer 
(1981)分析了美国中学课本中代数应用题的类型
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和发生频率, 并在后继研究中(Mayer, 1982)发现
问题类型的发生频率与个体对问题的回忆(recall)
和重构(reconstruction)成绩之间存在很高的相关(r 
=0.85)。这表明, 问题所属类型的发生频率可作为
指代问题图式存在的一种可能指标。在实际应用

该指标时, 如何确定某个具体问题所属的问题类
型需要明确界定。在 Mayer (1981)提出的代数应
用题分类框架中, 一个问题可以在族(family)、类
(category)和模板 (template)三个不同水平上进行
类型划分。同一族内的不同问题享有共同的基本

公式(source formula), 如“距离=速度×时间”等。同
一族的问题又可以根据表面故事的一般形式

(general form of the story line)进一步划分为不同
的类, 如“行程”、“工作”、“混合”等。每类问题又
可以根据问题背后具体的命题结构 (proposition 
structure)划分为不同的问题模板, 如“行程”中的
“追及问题”。案例 1 就属于“行程追及”模板的一
个变式。研究表明, 在模板水平上划分问题类型
能够较好的预测代数应用题的难度2(Arendasy & 
Sommer, 2007; Blessing & Ross, 1996)。具体应用
时, 可以直接利用问题所属模板的发生频率作为
问题图式存在的指标。对项目生成研究而言, 问
题模板可以作为生成代数应用题的基础之一。而

在运用离散型认知诊断模型进行诊断时, 可以用
问题模板及其发生频率作为指代问题图式的属性

特征。通过个体对不同复杂程度和发生频率的问

题模板的解答情况推断个体对应图式知识的存在

和自动化水平。3 

                     

2 这些研究者根据同一模板的问题往往具有相近的表
面故事这一现象 , 利用问题表面故事的典型性作为实
际指标。问题表面故事的典型性是根据某一问题模板中

某种表面故事的相对频率将其划分为典型(typical)、一
般(neutral)和不典型(untypical)。但是确定三种情况的标
准缺乏较为客观的依据。 
3 这里需要提醒的是, 问题模板类型及其发生频率是受
现有教材中代数应用题分布影响的 , 而作为项目生成
的代数应用题则是超越现有教材的 , 是就整个代数应
用题领域而言的, 两者不可等同。 此外, 必须要意识到
问题模板只是代数应用题的特定结构 , 而个体问题图
式知识还包括了对应于该结构的数学知识、解题策略、

世界性知识等等。因此, 在没有个体问题解决认知过程
信息的情况下 , 从问题模板的解答情况推断个体图式
知识时必须要谨慎下结论。 

4.3  问题情境 
问题情境是指代数应用题涉及到的对象、事

件和场景 , 通常称之为问题的表面故事 (surface 
story; Mayer, 1981)、表面结构(surface Structure; 
Chi et al., 1981)或表面内容 (surface content; 
Blessing, & Ross, 1996)。然而, 从实质意义上看, 
问题情境并非可有可无的问题特征, 而是提供了
具体的问题背景(problem context), 赋予了问题蕴
含的各种变量及其结构的现实基础和意义

(Koedinger, Alibali, & Nathan, 2008)。问题情境的
变动情况既深刻影响着个体问题解决的认知过程, 
也对个体数学知识、技能和思维能力的形成至关

重要。 
Koedinger 和他的同事(Koedinger & Nathan, 

2004; Koedinger, Alibali, & Nathan, 2008)研究了
不同外部表征方式(external representation)对代数
应用题解决认知过程的影响。研究发现, 当向被
试 呈 现 相 同 数 学 结 构 的 代 数 式 (algebraic 
equation)、文字题(word problem)和故事题(story 
problem)时 , 个体在后两者的正确率高于前者。
Koedinger 等人将这种现象解释为后两者以语言
形式呈现而带来的熟悉效应(familiarity effects)。
他们认为 , 代数应用题使用了个体熟悉的词汇 , 
指向的是个体熟悉的对象或事件, 因而提供了比
符号代数式更多的经验基础(more grounded)。相
比之下, 代数式虽然更为简洁, 但同时也舍弃了
对熟悉对象和事件的参照。除非受过正式的代数

训练 , 否则这些符号与应用题的故事陈述相比 , 
个体会感到更加陌生。正是由于这种熟悉效应 , 
从而使得个体能够根据有关问题情境的具体知识

而形成一些非正式策略来解答问题, 而不是通过
抽象的代数符号式解答。 

此外, 应用题提供了更加丰富具体的语义描
述 (redundant semantic elaboration)和语义线索
(semantic cues)来支持和验证个体的表征和推理, 
使个体更容易发现运算中的错误。例如, 如果案
例 1 中丁丁行走速度为 100 公里/分钟, 个体容易
觉察出步行是不可能这么快的。相比之下, 单纯
给出抽象符号式(abstract symbolic representation) 
S=100公里/分钟, 则无法检验数据的现实性。 

需要指出的是, Koedinger等人所指的熟悉效
应并不是一种情境效应(situational effects),而是言
语陈述方式带来的语言优势(verbal advantage)。如
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果是情境效应的话, 那么故事题应该比单纯的文
字题更加容易, 然而他们发现两者在难度上没有
显著区别, 但又都比代数式简单。这一现象得到
了其他研究的支持。Enright 等人(2002)向个体呈
现结构相同的两种概率题。一种是嵌套在现实情

境中的, 另一种是单纯的文字题。结果发现两者
在难度上没有显著区别。然而, 如果同样的问题
分别陈述为概率题或百分数问题的话 , 则发现
概率问题比百分数问题更加困难。Enright 等人
认为这种现象是因为百分数问题更为常见而导

致的差异。  
根据熟悉效应不是情境效应的假设 , 或许

会得出量化结构相同但情境不同的代数应用题

难度相同的推论。事实上这个推论是不成立的。

由于个体对不同的问题情境的熟悉程度是不同

的 , 因而 , 情境的不同也会导致问题难度的变
化。 Sebrechts 等人 (1996)发现 , 涉及到金钱
(money)的问题相对其它内容的问题更简单 , 并
将其归因为个体具有与该类问题情境相关的大

量经验。 
除了熟悉效应之外, 故事情境不同而导致的

问题陈述中所涉及的概念(concept)、特征(attribute)
以及关系(relation)的不同也会影响个体对问题相
似程度的判断以及解题过程的迁移程度。通常 , 
深层结构相同但情境不同的问题称为同形异态问

题(isomorphic problems; Eysenck & Keane, 2000)。
Reed (1987)研究了被试在两个同形异态代数应用
题之间解题方案的迁移程度。研究发现, 当两个
同形异态问题都属于工作问题(work problem)时, 
迁移正确率为 76%, 但当两个同形异态问题都属
于混合问题(mixture problem)时, 相应的正确率只
有 38%。Reed认为, 这是由于在不同问题类型下, 
两个同形异态问题的表面故事中涉及到的概念在

相似程度上有所不同, 从而导致属于混合问题的
两个同形异态问题的匹配透明度 (mapping 
transparency)下降。匹配透明度是指个体觉察到一
个问题中的概念和关系与另一个问题中的概念和

关系相对应的容易程度。在工作问题中, 两个同
形异态问题都属于速度-时间问题, 迁移时只需将
两个问题的速度与速度、时间与时间分别相匹配。

而在混合问题中, 两个同形异态问题中一个涉及
到溶液浓度, 另一个涉及到利率。迁移时除了需
要将溶质在溶液中所占的百分比与利息在本金中

所占百分比进行匹配之外, 还需要将溶液重量与
金钱总量相匹配。显然, 两个工作问题的概念匹
配相对容易, 从而使问题解决方案在两者之间的
迁移易于实现。此外, 该研究还发现, 同样情况下, 
个体更容易发现两个工作问题属于同形异态, 从
而从另一个角度证实了这种解释的可信性。 

在有些情况下, 问题情境对问题解决的影响
作用非常微妙 , 取决于问题情境具体的呈现方
式。例如, 案例 8a 和 8b 除了问题陈述不同之外, 
在数学结构和问题情境方面完全相同 (Hudson, 
1983)。 

案例 8a 有 5 只鸟和 3 条虫。假设这些鸟都

来抢虫吃, 每个鸟都想吃到一条虫。有几个鸟会

吃不到？ 
案例 8b 有 5 只鸟和 3 条虫, 鸟比虫多几个？ 
然而, 研究发现, 绝大多数幼儿园大班儿童

和一年级小学生能够答对案例 8a (幼儿园大班：
83%; 一年级学生：100%), 但是只有约五分之一
的大班儿童和约半数一年级学生答对案例 8b (幼
儿园大班：17%; 一年级学生：64%)。Hudson 认
为, 这种差异是由于儿童在理解 “……比……多
几个”时的语言困难导致的。然而, Hudson同时也
提到另一种假设, 即案例 8a的陈述方式有可能更
加符合儿童的生活经验。这种陈述方式本身提供

了解决问题的线索, 向个体建议了一种一对一的
匹配或配对策略 (one-to-one matching or pairing 
strategy)。这种解释也得到了其他研究的支持
(Carraher, Carraher, & Schieman, 1987; Koedinger 
& Nathan, 2004; Koedinger, Alibali, & Nathan, 
2008)。它表明在某些情况下, 问题情境的呈现方
式本身存在某些启动特征(enabling feature), 能够
深刻的影响个体对问题结构的理解和对问题解决

策略的选择, 进而影响问题解决结果。 
根据问题情境与量化结构在具体问题中的不

同关系 , 问题情境的影响效应不仅仅是促进性
(facilitating)的 , 也有可能是抑制性(inhibiting)的
(Hall, Kibler, Wenger, & Truxaw, 1989)。例如, 案
例 9a 和 9b 在深层结构相同, 在问题情境方面也
是相近的, 都属于“工作”类型中的“合作”模板。按
照 Reed (1987)的结构匹配模型, 两个问题的基本
公式框架都可以写成“R1×T+ R2×T=工作总量”的
形式。对于案例 9a而言, 这一问题图式的激活有
助于个体正确的写出问题解答算式 “320×T+ 
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430×T=2400”。然而对案例 9b 而言, 如果机械套
用这一公式, 则导致错误解答。个体需要在适当
的抽象水平上将图式知识正确转化成适合于当前

问题的信息。例如, 相关图式中甲乙工作量相加
在两个问题中都是适用的。但在案例 9b中, 个体
需要将甲或乙的工作时间转化成他们相应的工作

速率, 然后套用问题图式的基本公式。这里, 确定
速率的合理表达方式是重要的一环 , 需要理解
“工作总量”为抽象的 1 的问题情境使得相应图式
知识在案例 9b中应用的难度增加。 

案例 9a 甲乙两个工程队合修一条长 2400 米

的公路。甲队每天修 320 米, 乙队每天修 430 米。

两队从两端同时开工, 几天后可以修完？ 
案例 9b一件工作, 甲单独做 20小时完成, 乙

单独做 12 小时完成。如果甲、乙两人合做, 需几

小时完成？ 

5  结语：交互观下的代数应用题解决与

后继项目生成研究的问题 

本文在理论驱动的测量学范式下对代数应用

题的认知加工过程及其任务特征进行了系统分

析。该范式强调以测验项目的认知任务分析为桥

梁, 对测量建构的认知研究和测量学技术加以整
合。就代数应用题而言, 它强调问题解决过程的
两个不同但彼此依存的方面。一方面是个体在代

数应用题解决过程中表现出来的信息结构和认知

特征, 另一方面则是使得个体认知活动得以表现
的任务特征。代数问题解决因而符合 Greeno (1994)
所指的代理者 -情境交互作用过程 (processes of 
agent – situation interaction)。在这一过程中, 个体
解决问题的实际表现既不是由个体认知特征决定

的, 也不是由任务特征决定的, 而是两者共同决
定的。如果把个体在问题解决过程中体现出来的

认知特征视为代数问题解决能力的话, 那么后者
就是 Greeno (1994)所指的情境蕴含性(affordance 
of the situation)。每个代数应用题在本质上都创设
了一个具体情境, 而问题中所包含的特定任务特
征则形成了该问题特定的限制条件(conditions for 
constraints), 提供了个体特定信息结构或认知特
征得以表现的前提和可能性。这种可能性未必一

定变成现实。它转化成现实性的前提是个体具备

适应于问题所提供的限制条件 (attunement to 
constraints)的特定认知特征。由于不同问题所包

含的任务特征不同, 因而在使不同代数问题解决
能力得以表现的蕴含性也有所不同。 

交互观下的代数应用题解决指明了项目生成

研究可能存在的误区以及后继研究所需解决的问

题。首先, 它明确表明代数应用题中的任务特征
与个体解决代数应用题的认知特征有着本质上的

区别。认知特征是项目生成所试图指向的测量建

构的内在表征, 而任务特征只是代数应用题本身
的特征。因此, 如果仅仅在任务特征水平上对代
数应用题进行分析, 系统变动任务特征生成不同
的代数应用题测验项目, 虽然可以在任务特征水
平上解释项目难度变化的来源, 但却违背了认知
项目设计的初衷, 丧失了使测验项目设计成为建
构理论驱动下的项目生成的可能性。其次, 认知
项目生成的关键环节是建立和标定项目任务特征

与项目反应机制中认知特征之间的关系。本文在

代数应用题认知加工过程的基础上分析了不同认

知环节可能对应的任务特征。这种分析仅仅为后

继代数应用题项目生成研究提供了可能的研究假

设。后继研究需要通过实证手段, 研究探索不同
任务特征在代数应用题中的变化及组合方式对项

目反应机制的影响, 并通过测量建模的手段对这
种影响力度进行标定。比较理想的方式是通过因

子实验设计的手段, 使得不同任务特征可以在各
种代数应用题中进行独立的正交变换。然而在现

实中, 不同任务特征之间往往存在一定的关联性, 
或者同一任务特征可能对一个或多个认知过程产

生影响。因此, 实际研究中往往需要借助于统计
建模手段来剖析不同任务特征对不同认知过程或

成分的影响及力度。第三, 与传统认知心理学研
究不同 , 指向项目生成的实证研究不仅关注任
务特征与认知成分之间关系的一般规律 , 同时
关注这种关系在任务领域中的可推广性。如果代

数应用题的认知加工模型只能充分解释某些问

题类型 , 或者基于任务特征而生成的项目仅仅
代表了代数应用题领域的某个子集 , 后继研究
需要进一步探索该子集与其他代数应用题在任

务特征及项目解决认知机制上的区别。这种分析

不仅对于后继题库的建设是必要的 , 而且对于
代数应用题认知模型的修改和完善也具有重要

意义。它恰恰表明理论驱动的代数应用题项目生

成研究是代数应用题解决能力的理论构建和推

广不可或缺的手段。 
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Cognitive Processes and Task Features of Algebra Story Problems 

 for Item Generation  

YANG Xiangdong 
(Institute of Curriculum and Instruction, East China Normal University, Shanghai 200062, China) 

Abstract: Cognitive item generation, rooted from the theory-based measurement paradigm, requires 
formulating an elaborated theory of the measured construct, upon which task features that are linked to 
cognitive variables underlying such theory can be systematically analyzed and manipulated. Cast from the 
perspective of problem solving as an agent – situation interactive process, both cognitive processes of 
algebra story problem solving and task affordance of such problems are systematically analyzed in this 
article. Specifically, an algebra story problem is considered as a particular quantitative structure embedded 
in a verbally-stated realistic situation. Three different types of representations, i.e., a textbase, a situational 
model and a quantitative model, need to be formed during the four phases of algebra story problem solving 
including translation, integration, planning and execution, which are further mediated by the schematic 
knowledge possessed by the problem-solver. Correspondingly, Task features that are associated with 
syntactic/semantic relations, quantitative elements as well as their structures, and problem situations are 
analyzed and synthesized based on a broad range of relevant literature. It is evident from the current analysis 
that subsequent research should focus on empirical studies to link the set of cognitive variables and task 
features for such problems, as well as to evaluate the generalizability of such linkages across the targeted 
domain in order for item generation of algebra story problem to lay on a solidly scientific foundation. 
Key words: theory-based measurement; item generation; algebra story problem; cognitive process; task 

feature 


