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二参数逻辑斯蒂模型项目参数的估计精度* 
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摘  要  项目参数的估计精度对于测验的编制尤其是题库的建立十分重要。目前, 国内外对项目参数估计

精度的研究, 大部分是基于在已知项目参数真值的情况下, 运用各种参数估计方法产生新的估计值, 再和真

值进行偏度(BIAS)和均方根差(RMSE)的比较, 从而说明该种估计方法的有效性。但是这种方法不能提供不

同的参数真值之间的估计误差的变化规律。为了弥补这一缺陷, 本文尝试从项目参数估计信息函数的角度出

发研究项目参数的估计精度问题。本研究以二参数 Logistic 模型作为研究对象, 首先定义了项目参数的估计

信息函数, 然后基于完全随机实验设计, 通过模拟研究的方法探索影响项目参数的估计精度的因素, 实验共

设计了(2×3×2)种情形。研究结果表明：(1)项目参数(a,b)的估计精度均随着被试样本量的增大而提高; (2)被
试的能力分布对难度参数的估计精度影响较大, 对区分度参数的估计精度影响相对较小; (3)难度参数和区

分度参数的估计精度都分别受到参数 a 和参数 b 的共同作用。 
关键词  项目反应理论; 二参数逻辑斯蒂模型; 项目参数估计精度; 信息函数 
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1  引言 

教育和心理测验都是由相应的测验项目组成, 
测验项目质量的好坏直接决定了测验的质量。精确

掌握每个测验项目区分度参数和难度参数的相关

信息, 对于教育和心理测验项目的筛选以及测验的

编制具有重要的参考价值(涂冬波, 蔡艳, 戴海琦, 
丁树良 , 2011) 。 另 外 , 计 算 机 化 自 适 应 测 验

(Computerized Adaptive Testing, CAT)自 20 世纪 70
年代早期被引入测验领域, 而实施 CAT 需要一个

优质、大型的题库, 同时题库还需要不断更新(陈平, 
辛涛, 2011), 淘汰一些质量不够好的试题, 加入一

些新的试题。可见, 对项目参数进行准确估计就非

常重要(Maij-de Meij, Kelderman, & van der Flier, 
2008)。 

目前, 国内外对项目参数估计精度的研究, 大

部分是基于在已知项目参数真值的情况下, 运用各

种参数估计方法(常用的参数估计方法有极大似然

法、贝叶斯方法、MCMC 方法等)产生新的估计值, 

再和真值进行偏度(BIAS)和均方根差(RMSE)的比

较 , 从 而 说 明 该 种 估 计 方 法 的 有 效 性 (Liang & 
Wells, 2009; Finch, 2010) 。均方根差 RMSE、Bias
的计算公式分别为： 

RMSE= 2
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其中 xj 表示第 j 个项目参数(a 或 b)的真值, xj

表示第 j 个项目参数的估计值, n 表示重复试验的次

数。通过公式可看出, 均方根差反映的是 n 次重复

试验中项目参数真值与项目参数估计值之间的平

均偏差大小; 偏差的值反映了项目参数真值与参数

估计值之间偏差的平均。这种方法只能得出每个参

数真值的估计误差, 无法反映不同的参数之间的估

计误差是如何随着参数真值的变化而变化的。 
为了弥补这些缺陷, 本文尝试从项目参数信息

函数的角度出发, 研究二参数逻辑斯蒂模型项目参

数的估计精度。目前, 国内外主要研究能力参数的

信息函数, 而对于项目参数的信息函数还没有人研

究, 本文尝试填补这一空缺。同时还探索了影响估
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计精度的主要因素有哪些, 以及这些因素是怎样影

响项目参数的估计精度的。希望通过本文的研究, 
能够为题库编制者和测验编制者提供一些有价值

的参考信息。 

2  研究方法 

2.1  项目参数的极大似然估计 
首先, 假设能力参数已知, 通过讨论二参数逻

辑斯蒂模型项目参数(a,b)的极大似然估计, 从而获

得项目参数估计值的置信区间。 
设 1 2, , , NX X XL 为 N 个能力分别为 1 2, , , Nθ θ θL

的被试在某个二级评分项目上的得分, 如果被试 j
在项目上答对, 则 Xj=1, 否则 Xj=0。于是根据被试

j 在项目上的反应可得似然函数： 

 1
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由(2.1)式两边取对数, 再分别对 a,b 求导, 除

以 N 后令其等于零, 得： 
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解方程组(2.2), 求出使似然函数(2.1)取得极大

值的 ˆˆ,a b , 即为 a,b 的极大似然估计值。 
由 极 大 似 然 估 计 的 性 质 知 , 当 被 试 数 量

N →∞ 时, ˆˆ,a b 将收敛于真值 a0,b0, 且 ˆˆ,a b 渐近服

从正态分布 1
0 0 0 0(( , ) , ( , ))TN a b I a b− (茆诗松, 程依明, 

濮晓龙, 2004)。 
其中, 0 0( , )Ta b 表示向量(a0,b0)的转置, I−1(a0,b0)

表示矩阵 I(a0,b0)的逆,  
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下标“0”表示将表达式中的 a,b 用 a0,b0 代替。 
根据 Lord (1980)的计算(漆书青, 戴海崎, 1992; 

Hambleton & Swaminathan, 1985), Iaa、Iab (Iba =Iab)、
Ibb 的表达式如表 1。 

表 1  Iaa、Iab (Iba = Iab)、Ibb 的表达式 

函数 Iaa Iab Ibb 
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, 由概率论知 , 如果 ˆˆ( , )Ta b 服从二维

正 态 分 布 1
0 0 0 0(( , ) , ( , ))TN a b I a b− , 则 ˆˆ( , )Ta b 的 两 个

分量 ˆˆ,a b 分别服从一维正态分布：即 0 11ˆ ~ ( , )a N a b , 

0 22
ˆ ~ ( , )b N b b (李贤平, 1997)。  

所以 a,b 的极大似然估计值 ˆˆ,a b 的渐近方差分

别为： 
2ˆ( ) / ( )bb aa bb abD a I I I I= ⋅ − ,  
2ˆ( ) / ( )aa aa bb abD b I I I I= ⋅ − 。 

仿照能力参数信息函数的定义, 将 a,b 估计值
ˆˆ,a b 的渐近方差的倒数定义为项目参数 a,b 的信息

函数, 分别用 ( ), ( )I a I b 表示, 即： 
2

2 2

1

1( ) ( )
ˆ( )

N
ab

aa j j j
bb j

I
I a I D b p q

D a I
θ

=
= = − = −∑  

2 2

1

2

1

( ( ) )
N

j j j
j

N

j j
j

D a b p q

a p q

θ
=

=

−

−
∑

∑
 (2.3) 

2
2 2

1

1( ) ˆ( )

N
ab

bb j j
aa j

I
I b I D a p q

ID b =
= = − = ∑  

2 2

1

2

1

( ( ) )

( )

N

j j j
j

N

j j j
j

D a b p q

b p q

θ

θ

=

=

−

−
−

∑

∑
 (2.4) 

由上式不难发现：I(a)、I(b)值越大, 参数 a、b
估计值的方差越小, 从而估计值也就越精确; 反之, 
I(a)、I(b)值越小, 估计值的方差就越大。因此, 可

用项目参数 a、b 的估计信息函数, 描述参数 a、b
的估计精度。 
2.2  参数估计值的置信区间 

利用公式(2.3)、(2.4), 可分别求出 ˆˆ,a b 的置信

区间。 
给定置信水平 0.05α = , 由正态分布表可查得

双侧分位值 /2αμ =1.96, 于是在 95%的概率意义下, 
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a0,b0 的置信区间分别为： 
 ( ˆ ˆ1.96 1/ ( ), 1.96 1/ ( )a I a a I a− ⋅ + ⋅ ) (2.5); 
 ( ˆ ˆ1.96 1/ ( ), 1.96 1/ ( )b I b b I b− ⋅ + ⋅ ) (2.6) 

实践中, a0,b0 通常是未知的, 一般情况下可用

a0,b0 的极大似然估计值 ˆˆ,a b 来代替进行计算。 
结合参数 a,b 的信息函数和其估计值的置信区

间, 就能对项目参数的估计精度进行研究。 

3  实证研究 

为了探明被试的样本容量和能力分布对项目

参数的估计精度的影响, 按以下方法和实验设计进

行模拟研究： 
(1)假设被试能力参数已知 , 被试的能力分布

取 两 种 情 形 ： 标 准 正 态 分 布 N(0,1) 和 均 匀 分 布

[ 3, 3]U − + ;  
(2)被试样本容量为 3 个水平：100 人, 500 人, 

1000 人;  
(3)以区分度参数 a 为横坐标, 难度参数 b 为纵

坐标, 项目参数 a,b 的估计信息函数 ( ), ( )I a I b 分别

为垂直坐标绘制各种情形下 ( ), ( )I a I b 的三维图像。 
(4) 所 有 随 机 生 成 数 据 和 作 图 过 程 均 由

Matlab2009(王沫然, 2009)程序实现。为制图方便, 
区分度参数 a 的取值范围确定为[0, 3], 难度参数 b
的取值范围确定为[−3, 3]。 

根据上述设计, 本实验共有 2 3 2 12× × = 种不同

的类别。 
3.1  区分度参数 a 的估计信息函数 

分别随机产生服从标准正态分布 N(0,1)和均匀

分布 [ 3, 3]U − + 的 100 个、500 个、1000 个被试的能

力 参 数 值 , 根 据 公 式 (2.3), 画 出 不 同 情 形 下

(2×3)I(a)的三维图形, 如表 2。 
由表 2 可知：区分度参数 a 的信息函数同时受 

 

表 2  不同情形下区分度参数 a 的估计信息函数 I(a)的三维图像 

I(a)的图像 被试样本

容量 N θ ~ N(0,1)时 I(a)的三维图像 θ ~ U(−3,+3)时 I(a)的三维图像 

100 

  

500 

  

1000 
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到参数 a、参数 b 和被试样本容量的影响。首先讨

论样本容量的影响：比如, 当能力参数 ~ (0,1)Nθ 时, 
在 a=1,b=0 附近, 被试样本容量从 100 人、500 人

增加到 1000 人时, I(a)值从 20、100 增加到约 200。

可见, 增加被试的样本容量, 能有效提高区分度参

数 a 的信息量, 从而提高参数 a 的估计精度。 
当固定参数 b 和被试样本容量时, 区分度参数

a 的信息量受 a 参数真值本身的影响很大。如当能

力参数 ~ (0,1)Nθ , 样本容量为 1000, b=0 时, 在区分

度参数 a 的真值 a=0.5 附近, a 的信息量约为 450, 而

随着 a 真值的增大, a 的信息量迅速减小。当 b=0, a > 
3 时, a 的信息量迅速减小到接近于零。上述结果表明, 
如果测试项目的区分度参数 a 的真值过大, 即使被试

样本容量很大, 其区分度参数 a 的估计精度也不高。 
参数 a 的信息量不仅受到被试样本和参数 a 的

真值的影响, 同时还受到难度参数 b 的真值的影

响。图 1 是被试样本容量为 1000 人, 能力参数

~ (0,1)Nθ 时区分度参数 a 的估计信息函数 I(a)的三

维图像在 b 轴和 I(a)轴所在平面的正投影。 
 

 
 

图 1  I(a)在 b 轴和 I(a)轴平面的正投影图 

 

由图 1 可知, 对任意给定的 a 值, I(a)的图像都

是一条钟形曲线。例如, 假设参数 a 的真值为 a=0.5
时, 在 b=0 处, I(a)取得最大值。随着参数 b 渐渐远

离零点, I(a)值也逐渐减小。这与表 2 中图形所呈现

的结论是一致的, 即 b=0 时, I(a)的三维图像有一条

明显隆起的脊线, 而脊线上的点就是 I(a)在不同 a
参数位置时的最大值点。 

另外, 当 a=1 时, 尽管 I(a)的图像仍然是一条

钟形曲线, 但该曲线整体上比 a=0.5 时的 I(a)图像

降低了很多。也就是说, 当参数 a 值增大时, 测验

所提供的参数 a 的信息量迅速减少, 即对参数 a 的

估计精度迅速降低。这与前面提到的随着 a 真值的

增大, a 的信息量减小的结论也是保持一致的。 
从表 2 中可看到, 被试能力参数呈均匀分布与

被试能力参数呈标准正态分布时的估计信息函数

I(a)的图像十分类似, 只是在 I(a)图形的陡平程度

上有差异。在样本容量相同时, 能力分布服从正态

分布的的 I(a)的曲线相对于能力分布服从均匀分布

的 I(a)的曲线要陡峭。由此可得, 被试的能力分布

对参数 a 的估计精度有影响。 
3.2  难度参数 b 的估计信息函数   

根据公式(2.4), 画出不同情形下(2× 3)难度参

数 I(b)的三维图像, 如表 3。 
由表 3 可知, 难度参数 b 的估计信息函数 I(b)

的图像与区分度参数的信息函数 I(a)的图像差别很

大, 而且信息函数 I(b)明显受到被试的能力分布的

影响。比如, 在样本容量为 1000 时, 若被试的能力

分布服从标准正态分布, 那么任意给定一个 a 值, 
如 a=3, 则 I(b)的曲线与正态分布的密度函数曲线

非常相似; 同样, 若被试的能力分布服从均匀分布, 
则在 a=3 处, I(b)的曲线也非常类似于均匀分布的

曲线。I(a)、I(b)的图像与能力分布之间的关系如表

4 所示。可知, 难度参数 b 的信息函数受能力分布

的影响很大, 相对来说, 区分度参数 a 的信息函数

受能力分布的影响要小一些。 
另外从表 3 中还可得出结论, 难度参数 b 的信

息函数也受到参数 a 的真值、参数 b 的真值和被试

样本容量的影响。(1)参数 b 的信息函数值随着样本

容量的增大而增大。(2)参数 b 的真值对估计信息值

的影响因能力参数分布的不同而不同。(3)当区分度

参数 a 的真值增大时, b 的信息函数也随之增大。I(b)
与区分度参数 a 之间的关系如图 2 所示。 

图 2 是在样本容量为 1000, 被试能力分布服从

标准状态分布时 I(b)的三维图形在 a 轴和 I(b)轴所

在平面的正投影。从图中可看到, 在任意给定的 b
值, I(b)的图像是区分度参数 a 的单调递增曲线, 在

a=0 附近, I(b)取得最小值, I(b)值随着 a 值的增大而

增大。当 b=1.5 时, 尽管这时 I(b)的图像仍然是一

条单调递增的曲线, 但该曲线上的 I(b)值比 b=0 时

的 I(b)值小很多。也就是说, 随着 b 逐渐的远离零

点, b 的信息量也渐渐减小, 当|b|>3 时, b 的信息量

减小到接近于零。上述结果表明, 对于能力分布服

从正态分布的情形, 在 b=0 附近, 测验才能提供最

大的 b 参数信息量。如果测试项目的难度参数的绝

对值|b|过大, 即使被试样本容量很大, 其难度参数
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b 的估计精度也不高。因此, 在测验编制或者题库

建设中项目不应过于简单或是难。 
3.3  a0,b0 的置信区间 

在题库建设和测验编制中, 为了提高测验的质

量, 人们总希望同时提高项目难度参数和区分度参

数的估计精度。通过以上对参数 a、b 的信息函数

方面的讨论 , 根据公式 (2.5)、公式 (2.6), 可画出

a0,b0 的置信区间。 
图 3 和图 4 分别为区分度参数 a 和难度参数 b

的 95%的置信区间的三维图像, 其中, 能力参数服

从标准正态分布, 被试样本容量为 1000。图 3 的横

轴表示区分度参数, 纵轴为难度参数, 竖轴表示区

分度参数 a 的真值, 下曲面表示置信区间的左端点

曲面, 上曲面表示置信区间的右端点曲面, 任意作

一条与 a、b 轴所在平面垂直的直线, 直线与两曲面

相交部分的线段长度就是区分度参数 a 的真值的置

信区间长度, 该直线与 a、b 坐标平面的交点的横坐

标就是 a 的估计值。图 4 的横轴表示难度参数 b, 纵

轴表示区分度参数 a, 其余与图 3 有类似的解释。 
1)区分度参数 a 的估计误差 
由图 3 可知, 在难度参数 b∈[−2,2]内, 对于区

分度参数值位于 0—2 之间的试题, 其对 a0 的估计

误差约为 0.15 个单位。例如, 假设区分度参数 a 的

估计值为 1, 那么在 95%的概率意义下, 其真值位

于区间(0.85,1.15)内。当难度参数 b∈[−2,2]外时, a
参数的估计误差迅速增大, 例如, 当 a=2.7, b=−2.2
时, a 参数的估计误差约为 2.5 个单位, 这样大的估

计误差实际上已经没有什么价值。 
 

表 3  不同情形下难度参数 b 的估计信息函数 I(b)的三维图像 

I(b)的图像 被试样本

容量 N θ ~ N(0,1)时 I(b)的图像 θ ~ U(−3,+3)时 I(b)的图像 

100 

  

500 

  

1000 
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表 4  被试能力分布对 I(a)、I(b)的影响(被试样本容量 N=1000) 

能力分布 

θ ~ N(0,1)  

 

θ ~ U(−3,+3)  

 

I(a)的图像 

  

I(b)的图像 

  

 

 
 
图 2  θ ~ N(0,1)时 1000 个被试下参数 b 的信息函数投影图   

 
2)难度参数 b 的估计误差 
由图 4 可知, 在固定参数 a 时, 对于难度参数

位于−1—1 之间的试题, 其估计误差约为 0.3 个单

位。例如, 如果项目的难度参数估计值为 0, 那么在

95%的概率意义下 , 其真值将位于区间(−0.3, 0.3)
内。当参数 a 变化时, 参数 b 的置信区间也受到参

数 a 的影响, 在 a=0=0 附近两曲面间的距离相对较

大, 即 a 值越大, 对 b0 的估计精度越好。在 b=0 时

对 b0 的估计精度最好, |b|越大, I(b)的值逐渐变小, 
估计精度就越差。 
 

 
 

图 3  区分度参数 a 的置信区间 
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图 4  难度参数 b 的置信区间 
 

4  讨论与结论 
本研究定义了二参数 logistic 模型项目参数的

估计 信 息 函数 , 并 讨 论 了 项 目参 数的 估 计精 度 , 
给出了参数估计值的置信区间。从本文的讨论可

以得到： 
在已知被试的能力参数估计项目参数时 , 对

于不同的测验项目 , 其项目参数的估计误差也不

相同;  
与采用均方根差方法来估计项目误差的方法

相比, 借助于项目参数的估计信息函数能够更精确

的描述项目参数的估计误差;  
(当能力参数已知时)项目参数的估计误差仅与

项目有关, 而与能力参数无关;  
(当能力参数已知时)项目区分度参数 a 与难度

参数 b 的估计精度相互影响, 相互制约。项目难度

参数 b 与能力分布的期望值越接近, 对 b 的估计精

度越高, 同时项目区分度参数 a 越大, b 的估计精度

越高; 对 a 参数而言, a 越小, 对 a 的估计精度越高, 
同时 b 的绝对值越小, a 的估计精度越高。 

项目参数 a、b 的估计精度还受到被试样本容

量和能力分布的影响, 样本容量越大, 对项目参数

的估计越精确。如果被试的能力参数服从标准正态

分布, 只要样本容量足够大, 对位于[−1.5,1.5]之间

的项目难度参数 b, 都能获得较为满意的估计精

度。而对于难度参数 b 大于 1.5 的项目, 则需要足

够多的高能力被试参与测验 , 否则估计误差会很

大。同样, 对于低难度的测试项目, 要获得理想的

估计精度, 也需要有足够多的低能力被试参与测验, 
才能获得满意的估计精度; 对于项目的区分度参数

a, 一般情况下, a 应位于(0.5, 2)之间才能获得较好

的估计精度, 如果 a 真值过大, 即使样本容量很大, 

其估计精度也不理想。 
不管是编制测试还是构建题库, 掌握每一道题

目的性质和信息非常重要。本研究定义的项目参数

的信息函数可研究在一次测验中的每个试题在区

分度和难度两个指标上分别能给全体被试提供多

大的信息(能力信息函数是指一次测验中所有的测

验 项 目 能 为 某 特 定 能 力 的 被 试 提 供 多 大 的 信 息

量)。区分度参数的信息函数可考察一道试题在区

分度方面给一组被试提供的信息量。难度参数的信

息函数能考察具有特定难度的试题在难度方面能

给一组被试提供多大的信息量。结合项目参数的信

息函数和估计方差, 可以对试题的参数估计精确问

题进行更系统的研究, 在编制试题时也可根据测试

的性质(选拔性、资格性)控制项目参数的信息量。

希望上述讨论能够为题库编制者和测验编制者提

供一个有价值的参考信息。 
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The Item Parameters’ Estimation Accuracy of Two-Parameter Logistic Model 
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Abstract 

The item parameters’ estimation accuracy is very important to test development, especially to the 
construction of item bank. Nowadays, in domestic and foreign, the study of item parameters’ estimation 
accuracy is mostly based on that the true values of the item parameters are known, under this circumstances, 
applying kinds of estimation methods to estimate new estimators, then evaluating methods’ effectiveness by 
comparison with the true values about the root-mean-square-error (RMSE) and Bias. But this method can’t 
present the change rules of estimation error among the different parameters’ true values. In order to solve this 
problem, this article attempts to explore the item parameters’ estimation accuracy issue on the point of item 
parameters estimation information function. 

Based on the two-parameter Logistic model, given the definition of the item parameters’ estimation 
information function firstly, then generated examinee sample to explore the factors which affected item 
parameters’ estimation accuracy by computer simulation randomly. The experiments were designed (2 × 3 × 2) 
cases. The study is conducted and revealed: (1) The accuracy of the estimators enhance as the quantity of the 
sample increases. (2) The examinee’s ability distribution has more influences on difficulty parameter estimation 
accuracy, while less influences on discrimination parameter. (3) The estimation accuracy of item discrimination 
and item difficulty parameter are both influenced by parameter a and parameter b’s true value. 

Key words  Item response theory; two parameter logistic model; item parameters estimation precision; 
information function 


